











































































































⽬录

中值定理 对式⼦的处理

⽆穷级数 关于的利 in的感觉

E交缩嫩
三AbelDirichlet判别法
四收敛域收敛半径

⼀阶常微分⽅程 ⼼恰当⽅程

⼆可分离秄
三 线性⽅程

四 拟线性䄤
五 jfan jo

⾼阶常微分⽅程 ⼼第⼀类求⻬次通解
⼆第⼆类求⾮预通解
三总结持解的⻓相
四变形欧拉⽅程

差分⽅程 ⼀差分定义与这算法则
⼼差分⽅程通解结构⻬以通解

换元法和分部积分法 ⼼换元法不凑微分法
⽉换元法2 代⼊法
三分部积分

有瑅遗的积分 ⼀主要结论
⼆分⺟全为⼀次1分⺟进攻不可的式














































































































有理三⻆函数积分 万能代换
它积分 ⼗⼏个经典问题

⼆对称性在积分计算中的应⽤

碲积分的敛药性 H⽐较判别法
⼆参数分情况讨论

平⾯图形⾯积计算 的fungi所围⾯积
⼆参数⽅程形式下的⾯积

三 极坐标下的⾯积
於转体的体积 ⼀⼀般体积公式

⼆記转体的体积
重积分 ⼀ ⼀般区域上的⼆重积分

⼆ ⼆重积分的变量夬颜
多元函数极限 的⼆重极限若存在的计算

⼆ 累次极限
三证明重极限不存在的⽅法

多元函数连续性

偏导数 ⼼偏导数的定义
⼼偏导数连续

全微分 们定义与基本性质

的连续偏导数存在与可微
链式识则

隐函权存在䙾捄导 ⼼隐函数存在䙾
⼆隐函数求导
三 求已知函数组所确定隐函数组诗数



























































































































































































































中值定理

对式⼦的处理

①⻬阶数 Fix Fig Fin
zi FM
F的

⼆
Tj

全部展开 ⼤⼒出奇迹构造积分函数

fat fcb f纼
eg gs gun gh
lfgi fnngiilfingai fi ybD o

Fcx faynn fctngm gcasfxigcbifcxi
hlFcai Fcbi Fisr o

f lbfm
籼 g 意

Di th cafm tfhia s b
罗尔中淔 拉格朗⽇中值 柯⻄中值

g 设和⼆fcbnguigb
将fg关于t参数化
Shiga

⺕红 ah 使 Ìzj fcn f ci權
fgiigbf 纼 0

构造下的⼆fungixsgcxfix
Fca Fcb F 3 0

g 证明 a Saab 使 far f
𢒋 -8s

83-
与

faai fsgisrfigptgcb fi 0

构造FcxHfa fcxDlgbsgl刈 Flat Fib

F纼 0














































































































②不⻬阶数但两项⻬次⼀差
⼀阶

⼝fix ⼝ fix o 右边若⾮零应可以移次化为如上形式

凑积分因⼦
考查 咏州 gixiefxs ie fixi ecfix 興

⼋
tax fix thx fix 0

邻的 f⼼ aib pro
itǎponnnnel

eg fcarfcbr o zstla bsf fi3 骀相
构造FCXFetfxj

eg fi o_o 珽⼼⻔ st fi3 - 你吽3 0
构造Fcx ef感fcxi e fcxi

eg fi 0 ⼆㢫 1 st fi l 3Jfch

eg HXtR -3tcab stfii if

③不⻬阶 差阶以上 只能⽤Taylor

④做个点⼀个点对⼀个区间

习题

1 funfn 0 ⼆了 t nst fi3 2誓⼀
构造Fex 1-xìfcx ⼆个E o 1 st fip 所
另外FIT 0 It Y Dst F s 0

2 f o 0 fix o o x们 ⼆号twin str ⼆ ⽔⼼⼀⼀

4纼 fits_fifi
t 1-3














































































































FM fifrxi.Fc.no to 3 st F⾏ 0

3 ficifibko.fxno.zsaahst.fch.fiFzcfisD2
⻬阶数 ff 2f 2 0
构造Fix

托
世刈2

4 tn⻄中值

fccifcbl.IE lab st.fia f t
FM xfxs.GL ⼆式 Fix 2xfxstif x
㞳⼼⼀ 2张3 34分
E__氹

⼆

snzfcai
fcoKo.Hxso ⼆ osxstfixs ffihFcnxfix7 fcxi.GG zx

5cfosgo o.gcxDog化
若 fnnlgixil o.at fxslgmì
㢤 标势 j 51 ⽶或事
凉茶 扣 8

邀 邀蕊劂
fygioscx
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给的点

f
下限可调与题⽬条邈

透⼼此⼆Fun F⼼ 0

ant to 0 F⼼ o

F4 ⼆下⼼ F⼼ 趟⽔ 超⽕ 代⼊x 1
oanteoohornttettce
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rnttettce
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Ft G'Fo ft
幽⼈加⼊ f 3 0

Tioyifo

IF titait's
t 兠
f个3 0
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fibkcfia.hn

zrrtseetoeseorrn
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z soseoes orr

Fcai.li Fca

Figo ft
d F 7 3Èiǜ 3 Fa F

⺠叫杺北 ㄒ 杺⼀热扣 臨
turn

of
我
Figo

要记 ÈF𣲚FarFun

派 Flntiat下望 ci⾿diaii ni.cat

zrroessesrntoonto














































































































zrroessesrntoooto
⽆穷级数

G 关于⽇和 1唱的䫲
① p级数

关于lnn和 n的级别问题
三吉 d泼散 三声 pnc EFic

ETCpcid
IM O xGcHEso x co

n DEic E Ec

hhFCk loooloooo C
DE id E c

eg lnlnx ohxkl
rdn DEnlnnhnUnm

正常的你的 i

Efd E dz in E _d
②等价量判别法
若bro a 0 如 且杰鸣志⼆ 正常数

Earn和 Eh同c ld
eg Ei ae - __ 击

之击 d E and

eg E器 c

lnn ochcn moi HGO
tei ae 感

判别法对⾮欧级数不成⽴

反侧三两盟 ⼆三an














































































































biǖ 㤀 ⼬⾣ t c

an bn hn h 苦 cn

个是 Ear EĚ⼗三卅⼆三 htt d
不对

eg DE在1点货 2 Emmy PT
C

pa d

3 E ipfPT
c

psid
hlnhnst

eg E志 㗊 2 Echiin⼆三 inn f 有限冽

t hlnhnst c
n nr rlnnic换底公式 C

3 Eqmi d in fcd
总结 换底

②次数带n 看成都⻜1元限两部分

no
di














































































































eg.cn Eff Inan hit thnsnl.mn

ET.is Erin d
2 I E E 哚⼆三 itpzc.hn⼀ E 三惑 求 ps2 d

E lik
3 I Rip E E 简 感 t p 2 c

⼆NEIN Hm N.IN n p 2 d

4 Erin c ⽅缩 men run
In céhij⼼亡

On8 n2 1 h2cntD EznfEncnnrn.mnin
额外的变形 对抽象的 an进⾏操作 前提 an so

已知Earn发散 假想 air
l EGd.ltan
过程若 an元年 fin t cn d

若an有个 anEM fin ⼼
不 d

2 三 Hi ⼆ à In d

eg.ci 焦箕是 E and














































































































求傡 㗀 器品嚯 求 c
n n

I 不 Erin
3 EfianEErf EF c

n 三点 d
换底

r
h

习题 DEyin E in c 旭 燮
2 E ni d NED
3 En

3

in nrynfnl
T

n iiC
chhn100

3n z

ME hny inf hn C

Enhis

③ 柯⻄判别法 和达朗⻉尔判别法 服务于某些n 或⼼
正项之⼼
u 蕊 Taif fat c pt d

9⼆⼗⼆不⼀定

find la c be d

tn 不⼀定

柯⻄强于赵国败

g Etc 㦛 11

三点_ Tan ⼆ 志 1 coast

and c K 1 d
K 1 Eufp EÈ 1 e cn d














































































































三 iilnn ⼤⼆ hi匨 11𠯢 n

奇数项为0 不能⽤达阴败了

g E in Tainn
⾮是 a b 0 则息 1 1制六⼗

ě ⼼吃 ǛÜ_ě 1

na ttc

no 3
⼀吵 anti解

5⽉23⽇回顾 n
n i

lrnizeilIinle lzzgT
hn恕品

einen 舆监1 in bin
整体 忒 c tic

3 z It n50 g
u c 4 E hlnn nQ指数函数

换底 i 有限次后成为击 C
补充 o关于n lmcnk whn 的感觉 oh In

②关于指数函数的感觉⼼ 中

③关于n 和 din and
④关于⼼和 n ⼼ n

证明盐⽶ 0 令aiǜ 记Ears收敛 Hand
柯⻄ Tai 1 n_n

i 的

但是 in ⼼ 同理可记

总结 n
2 ⼼ n d ⼼ line














































































































⼆ 交错级数

Leibniz型级数 Eun
3个知⽜ ⼼ mtibn 或 cibn bnso

us bn单调递减 bio
3 bn 0 n_n

g Etc Etc Eǖc
o绝对收敛

Elunlc es Em c

GE lwic 秄 Em绝对收敛 a c

三 unc 但 Elmld 秄品条件收敛 d cl
级数的正负分解 不重要了
⼋

ii iiiiiiii in 惢
Ear 碧

⼗⼀

碧 Fan
a Eai Eaic

Eand ci Eaid Eand

g Eǖl
1 灬

I贰⼗三⼗ d
no
dc

三AbelDirichlet判别法

Abel判别法 三an收敛 ⼩以单调有界 Eanbn收敛
T T
- MME














































































































Dirichlet判别法 Eai egH.sinn.com

hi 单调收敛了 你 o
Eabn收敛

Dirichlet⽐Abel强

7到⼦ in Em c ifc.to
Abel 在单调有界

2 Ean.ci EF Hrso c

习题 ⼩三⼼ 噩 c RE ricurse an

⼆三匪 道 然䉷 㟗3 Et C

Econ有⻬Dirichlet 感 ⼀击 É
d.c.ME 平调矫⼀

4 Erin c

those

a














































































































四收敛城收敛牤

函数项 Earn x_x下 x_x 时为0 ⽆论a为何了

① an收敛得好 x_x 1可以较⼤也能保证Eanx x ie
②反之 以则只能较⼩
收敛半经⼗⼆热 _














































































































⼀阶常微分⽅程

⼀恰当⽅程

形如灭xgdx Qlxgg ⼀ 击⼆ 喪等 at 0

且驾 惑 恰当⽅程cent equation

问题⼀般的Pdxtadgo不能直接积分
因为印⼭中ytx有关

但是恰当⽅程可以直接积

例 1 我之⾏dxtwxtD o

p zil at znt

驾⼆ 0 癸 2 不恰当

2 xyidxtczxtgdgco

𡦃 2 ⽔姿 恰当

直接积 fxngdxtkxygc
ttnitt t ti

E ng
令微分 gxtt

axgl的全微分 避⼭邀














































































































原丝 Tyidxtaxyidy 0

faxysdx fax.gsdy C
⽐较希望寻找我出使得登⼭ 笃当卭⼭⼗Qdg

希望㷭 p 驾 Q

必要条件是渁 蕊 蕊藻
然 录博_2E

例 3 坛⻔cosuidutztsinu.de 0

ㄗ 坛Done Q 2七since

𦐐 z.tw su 㤵 2t.ws a 恰当

fcosudutfcosudutktsinud C
nn u

nrr.itt
Esinu

Esinutsi met 通解
4 yeitzetjdx etzxyidyopyd izetj.ae tug
鸳⼼ g 然 tag 恰当

丛⽣ ⾃盥 ⼼ 盥 got S t
e ftjx y gtxjt
zetxjy.ec 通解














































































































5 xfijdxgfysdg o f连续可微
ㄗ xfijn 𡥘 zxyf
Qyfij 然 gfl 4

领

lfizdxtfgcfdgc
然 然
2 对 ⼠正⼆ 1怭的3 Fiji
Ǐǖtgdt F f

⼆可分离ㄨ和y

如果 ⼭侧 只有x.ly侧 只多 可直接积
个到 1 y Ì g to

gdg Rdx Èǘtc
z 㟤jsiwx
oogtoz simxdx.co

Ìosxtco 通解

go 也是解 特解

了 岀 1 xyixj 1 ⺾ jntx utjsntx
Tt tx dx

arty Ètc














































































































不难问题
i xdxtgexg o gl at

xehydgo
⼼⼼ ⼀ Èc 通解

EsT f x 㘴 lxdE xei fetn
代⼊go 1 xtéx

ttㄜ c Í
⼼越 特解

2 装 enj
oy dx y中打

得 ltfii 䮛
ily i hyj ihl tk c

In1㓽 a c

②g 㧄 也是解

有设函数积分 感⼭ T ca多项式
第⼀步 将a因式分解成⼚

⼀些次式之积 㟗 hit
⼀些⽆实根的⼆次式

三 线性⽅程

形如y ⽔吗 和
⼀ 系数是ㄨ的函数














































































































只有⼀种标准解法凑积分因⼦ e倁
此

dPjeipgge
Ǜj if 可直接积分关于划义

关于ㄨ的导数

ijlqx eu c

y e似此 lyoidxtcetndx

PH 7 y t
y x⽐ 凑⽔北

ěyyixēě
engine
Ey fddxtc
y cetxtcx DEX

zxi g siwx ge Í
gigi
dji ie 此

⼆xsiwx

xyilxsinxdxtc xcorxtsiwxt c

sj jorxty in to

四 拟线性⽅程

可通过某种代换化为线性














































































































例 1装⼆燮 关于g的
⼆次除欢代 Ej

鸰
2
Z 岀⼆感 gj zgTK iz
岩 Z i

z蚩 t tt 次需要吹取倒数

等⼆ 与
Ìxy 关我线性

3.3 jly P 0 令Zyi
岀⼆球与 Ěi ii 关于溅悦

4 蚩⼆ ttxtay 将三代为g的三⻆函数
令2- sing
岀⺾器 nosy峎 1 xsing 1 双关于2线性

或Easy
器 ⼭等 sing㻎 tany xgcxi

czyifaxgtd

例 ij 蕊 上下⻬以

令 guxnnx 4不是常数 u是关于x的函数














































































































uiouyuzax
然 -

x出 attend it
2- u zur

𢝵 ⼭ 可分离变量

hlt l I hu tl lnlxl C

lnltl ilnlitnlxltc
HYtl hic

z f
2g xt 5
zxy ci

直接令与以会⽆效

⽅法 乐 - 5
颓掉常数项

a y 4
⼆ 亲

令 u x 1 vg 圮

步 器 ⼆击

练习将⽅程处理成标准的形式
1- y ⼼ x y

u xy 岩 i ji ca

_
⼭

dx cos u⼟⻔
验蕊⼆⼗确实是解

di txtosu i zsi𠱃

_cotixtc
of㝀 x c 0 通解














































































































2 3wthdutcutwidiotI
3u.tw war

同私 hit us⼭ ⼼ 到⼭ 0

7 3 hit uǖ 叕 3 cizw
Quit uh 器 zizw I 惤

khrtwhdufuiuhdr
cuwtiriNuvji.itivtiiec 通解

了 ⼀⼥性
Xdx

2 45ziitj3
LHS⼆想 令 u j.ve i
㤀 tweets

噝器 假 创 器
悡 4器 全 mtn 对 n族

42n 2n 42 2m z n Z zmnz 刘

n㤀 422 22 32 2
E 1 2⺾ d位32 2 22 3 dz

ftp.Z idn lnlnltc fit
tzi.it ⼆ 引息媳妇
名 iliil 嵛⼭














































































































1
-1这 ⼀击北

htilnlnl c

n 0 2 It 2feist
In𡛼 C K 1

4出⼆Rhzxjxx
gtgg

与器 2 j 令 uyhi
器 恐晶 没hi恐器 㗊

令 m u t no rz 叫

岩⼆点_ 全 m Zn

分离变量为 想2 dt t
Ìhl𢝵1 - Ǐhlriklmtc
⼼术- 1 5 Ciyt 31














































































































特别说明 伯努利⽅程

ftp y gcxymcmo i
oy 0时 与

可 p与
M
f⼼

令Egm 妛 nmym出
⼆ umgcxs u rJPZ

关于2-线性

②与0也是⽅程的特解

⾼阶常微分⽅程

第⼀类求⻬次通解
例 jzjgng ⻬次

找特记⽅程

P 2N 3⼊ 10 0

N 2⼊
2
- 4⽉ - 8⼊ 5⼊ 10

⼼⼊ 2 - 4⼊⼊ 2 5⼊ 2

⼊2 -4⼊ 5 ⼊ 2

⼊ - 2 ⼊2 2t i ⼊3 2 Ì
所求遍解
f Get t Get the⼊了ㄨ
Get t Get Gèix

T T
写成全 ax six的式⼦

利⽤ eicosotisi no 欧拉⽅程














































































































gtisiwx_cosx isiwx

tgic it eilczeitgeil
cetteikicosxtc simi 通解

总结 0写出特纪⽅程解特纪值⼊⼋⻓意 ⼊ in 㣺 ⼊饼
②通解y Gè GxeN tch de t

1 1 1
⼋部分 ⼊ ⼈部分

g ⼊
⼆⼊ gait axe
⼊丰⼊2 - ny c it Got

第⼆类⾮⻬次通解
⾮⻬次通解济以通解 特解 哦特解是主要任务

倒 我 - 4与g 3⽐

①先解⻬次 y
-45650

牸纪⽅程2⼊2 - 4⼊-6 o ⼊ 3 ⼊⼆⼗

y Get t G
② eMasiwxtbcsn或越 阳 P多项式
判断其中⼈是⼏重左式的⽜斑根
若加重则特解形如 A ie A常数

炉中 2在起到加重 特解与 AE
③解出特解中的说多数

y 2-进城 8AE

gf 4 AE 8A

g - 6A d 3⽐ A i
④通解⼆⻬次通解特解

gzc it Get_IE














































































































总结移解的⻓相
⻔右式 - 阳 ㄗ为多项式

特解 Aidan n 在左侧式⼦中的重数

an ⾸多项式嘬⾼欢游数为1 次数却相同

eg ㄗ 2 5 3 Q Ptmitnx ir

或称解⼀ xnet QM am次数却⼼相同
2 右式 Tlmsinpxtnwsp
称解 ieMas in x bcospD n xpi在左个叫式⼦中的重数

右式分多次

习题 1 j y 3 4siwx 每⼀项分别找特解再相加

⻬次⽅程y t y
⼆ ⽉圦 州⼊⼆0 io ⼊2 -2

g a at 为通解
①3对应和解
了 3⼼ 0为1重根
nn 特解 AXE Ax Tx 3 at A

②4 six对应杍解
4simx EGsinx at i t 2 i 不是解 no

mist𡦖年 it msinzxtnwszD msinx in can
① 秄解y Axtmsinxtnonx
得定系数法 A 312 m n -⽕ _

通解g ataetix isimx wnx

z gg y six
秄纪⽅程 ⼊4 it to

⼊⼆⼊2 i ⼊了⼆⼊4 Ì














































































































⻬以道解 j c.it Gxeit Get 4xèx
䂸 siwx esirx.xtfiai.it i
i和之均为⼆重秄经根
特解 ielAsinxtB.ws i Ǜksinx Don

3 yyhg6gty xete.ws X
特访程⼊2 6⼊ 9 ⼊ 32 0 ⼊⼆⼊ 3

⻬以通解gc.it axe
关于xe 的称解
义 3为⼆重根 好解 ielmx.in minnie

y 3还 mini 3 mizrn.ee Y3midn3m i

2nDj3eY3midn3mx2 2叭 teil9mitl6mtbrixtz.nl

y 6g 9g e 9mitli8mtqritdmtiznlxtzn
6eB.mx地 3m好2叨 9 dimitri

6mxe 右式第⼀部分 xei

rro.mih.ms特解 8 Pet
关于 eiax 的好解
姓 fi 3 i 不是tk
特解⼆ i.ei.LAsinxtB.wsㄨ Aèti Behind

gig 9g 9AèiosxtBehind 6 l AeiinxtBecosD
lAetosxtBeinxl GI3IA.tosxt Behind Aèsinx
Be cos 9AèwsxtBehind
9A 613 A 18A 613 9Me osx














































































































1913 6A B 1813 6A 9Ble sinㄨ

Aetwsx_Be sinㄨ
右式第⼆项 icon A 1 B 0

最终通解 jceiczx.it idiot

变形欧拉⽅程 不是

eiaotisindxnjtaijntamxyian.jo
只须换⼀次元转化为常规形式

换法

例 鸡 5y 13g 0 X 0

令 x et 㞷 某 i get y
㥨 ⼩𡒊 岀g 祟ㄨ y 吗

岀㤀 y x
原式左亻则⼆座 4 i 13y 0

牸纪⽅程⼼ 4⼊ 13 0 专 ⼊ 2 3I ⼊2 23 Ì
通解y aepittaeltit_ax zii.cz x 2 3i

etlalcos3tisin3tHGlcos3t isinti
e.tt Gantt Tint

击⼼ 的⼭划 asinUni



























































































































































































































差分⽅程

差分定义离散版微分

若松 只在Xo xi 上定义

加变到Xkn时与杺的变化量gk fxbiflxm

gkfnyk grfun
⼀阶差分

完整版本gimintktktk ynykkknde0 ok
微分我圝权峾和

本质是让⼼统分⼩ 以斯曲误差充分⼩了

⼆阶差分 Egbihgktl gh
ru阶差分⼼扣⼆⼼ykti yIR

差分运算法则
11 C o 常数

2 yki Chgk
3 dagptGZN agkICz tk
㐼 ykZN gkn ZRtzkgk fbidktZktlzyk
5 裘 ZNfifZK tk gkykoZk

例 等x get㜽 1 -y 1 0
4与⼆时 1 - 8与

⼆Egxtziòyxtt_EyntEyx
⼆dfxszgx 2 - hgxtztgxtioyxtzthgxnthgxnoyx














































































































⼆时 3 - 3时妃 3gxn yx
gxt4yxt3 - 3Gxt3yxtdt3lyxtzgxtD lyxnyD
y tt 4gxstgxtz 4yxtlyx
等x get㜽 1 -y 1

y 4 -48 3 1 o

作变换 u xt3 - fu n 4y it 0

结论⾼阶⼀定可以化为低阶

差分⽅程通解结构
如果gig 我是啊⻬次常系数差分⽅程

anÒgx tan yxt taogx O
bngxntbmgx nni byxntboy io

那么通解为
Y cyiczgi it Cngi

⻬次差分⽅程通解
①yxtitmyxzco
通解ydxkc cmP
验证gdxtnzfmj cm i myM

②yxntmfx f
找特解通解特解⻬次通解
⼼松是n次多项式不必
mtlyx Onl 多数不是不的字数

n次项不会被消掉














































































































met n次项会被谢年

我 x Q啊 你是次
原因 设QnM BOniBmx t 13

Qnlxtl BncxtptBntlxtlMt tBo

niO G it C 叶丰Bnt
QnlxtD QnM kn l Bmil it G B

是不 吹多次式
若m t yxntmgxyxt y in 以多项式邗的

所以左式必须补次

ii杺⼆必召的 d to为常数

mtdto f d Qnl
检验 yxid x 1

yxntmyx ddiaxtD mda ME di召的
d QnlxtD m am 不⼼

若dtm o ru次该被消了

mtd o gixd Q in 补⼀次

们fcxrboswxtbzsimoxlwto hbz不同时 0

D
mtwswsimosimomtwswko

yixwswxtpsinwx xgs得定

D o 我 x xoswxtfinwx

差分⽅程的例⼦
HansenSamuelson国⺠收⼊分析模型

在⼀国⺠收⼊ G 消费在投资 G 政府⽀出总额














































































































作为最终 G It 6 ⼀ ⽅便起⻅ GEGo为常数

差分⽅程的未知量 Tip GG Po
Ya to Yi Ye
G XYt i co 1

TN utfkt G ito
xtttplxYu xY tt Go

Yt utpxhtxfh G io
⼆阶数数本脐次差分⽅程














































































































换死法和分部积分法

挨元珐1凑微分法
⽬的 lfumidx Fcucx lt

其中F是f 的原函数 原因链式测了

⼼ dx dlu刚 Hand
倒幂代换

设下 iur fm xto

ff int 刘彬 㖄⼭ 抃⼼ c

x -1时

1杺 dx Fic
另 lfhniffhnddniFQnxr ci

习题 1求作溅悲
籨

⽐

2求 lxf
t 满 贰 ⼼ ftp li

i dl lnHViTl C

3求
⼩
蕊 1 𢝵刚 tx f de

炽 Hi

-听杰 it lkitidiil nl蕊1 C
4 求f i

u 1wx ⽪式 lnllnxltc














































































































与三⻆代换的关系

倒 li 怍⼭
利⽤ detail in
取 u arctanxlx.tn du ⼭

If it 㖄 1 蕊 ⼆ lcosudu sinu C

si.nlarctanx c ⾬jugs X

凑微分法 ⼭

上 Iii 蕊避 fifi
i

if di 划蕊 dizudu d.in
t C C

三⻆凑微分
cnffuincosxdxffsirndsimxaffosnsiwxdxff.comdwrx
3 ftn o

ffctansedxdxfftanndtawx.nlflat 淼 ⼆ lfcchcsdxdxzffuhdotx.tnㄨ

进阶 ltnh lfctn.co刘避
fctanndtwx.fiHari

杺
g Iftanxh
解⼀ I ft In lax It Clnlsecxltc














































































































解⼆ I 1 器 dtnx ftdu
ff lzhlltultc
zlnlcosxl C.tn lwsxltc

应⽤ sin和 oix 的积分

倒 I 1siixdx
两种主要⽅法
分部积分 If sina.u uidx lhi ndwsx

jcosxcosxtC.co偣⻆公式 sin 3simx

4sixlsiixlzzih.siwx u.com siwx
tsiwx f 2 com siwx

积化本关

sina.p sinia fzosxsinp
sirx firnx siniiimx.fi

I ÌwsxtÈ cont C

Mi If sidon 此类问题⼀定可以化为知是分式求不定积分
凑微分 化为⾃⼰是分式

到 ⿏ Ǜih
1尛⼼ ⼆划 its ⼆廿点以 ⼼动

得定系数法 viii 4 fit
AvtB C.TN














































































































n亽 _o 13 1 念 A ⼆⼗

⼀ 念 1 c 1
I Kitt du

ll 共1 ⼟ ⼆

a躃 liiǜdx 1嵓 1 巤 此

⼆ 铽 叫 䲜
1 dt tdil hltanxl.ltCzsix

㴔 还可以

El㝈恐感dx lsixtzsiohixdxsiixsx

ftanxdxtlhxdn.tl裁 或⼀⻔⼭

⼆ ltanxi ft dxtfotx.l dcotx
lnkosxltl.nl snitch C

总结若的上只有北 则可以乘某些东⻄化为⼭ dx

特别部分 sinx.cn 次式积分
dxIf Aix tzBcosxsiwxtc.sn 肝

⾸先转化为有理合式

I fsiixdxAcofxBcotxtc
fdcotxAwfxtzB.co

txt
dt

肚2第七⼗ ⼆ ⼀本 七⼗来了⼗本AC133

⽇七⼆年 p 求 Ac旷














































































































AcB3oiE f 1Farctanrt0tC
AcBE0iI fotx_ ttC

cotxttoFpzoAcB I fzrhlotxtto.FI

换袪⼆代⼊法 晚⽆法1的反向⽤法
⽬的ilfcxsdxffcxunxmdtldx

dcxcti xhd.tl
By Effie 全x atmt

lai.it d li
查积分表 dx.ci Ǘ It tait ii

t
Ehltanǖilc 恢复为⻝的式⼦

Tani ⼤器 恢复专⽤式⼦

tan iijiiwnzhlliytcctnt.li
涟 x

州 1 ⼤屁 a
avi

C

1 nlialc
补充

i 的蕊⺦ ⿏
rain 㞴Ǐhlliltn ⼆

utsint.is sintR

hl1htl C














































































































个到 I 1 幽 之前同乘
令 x taint 去根号1

I ⼆ I tidy f i ⽐较上万补訫

__l i 1 㵘 渊 𠠬 c

fhinilhlXNlzt_tttyr.ltC

hit it

倒 If x.in 之前上下同乘妙

令如北 即x th 这样有 dt nidx

liitil ui
lli dt l.nl赳 C

Ìhl 恐 t C

倒 If ifn
令ㄨ tent 叫 If ostdt sinttc X

tc.ciIfiixdx
令 t sinx I.fi 燕头 我屾 令 2

I ⼆订吐 if 恐 dv iKO iidwy

miti.in c 还岞














































































































其中1 - v 1-垃 1 - six on
I cosxtjdx C

分部积分法

公式 ludiw fdu la ⼀

例 存些积分不分部⽆法处理

⼯ xeidx
尝试 撇法 会烂 t tn ddntttdt

If t li Ìtcflnt此
Unt的原函数 t lntilnt tt ltlnt t lntl
⽆法绕开分部⼀

男法 xdx d li ⽆法处理

I 1èdǖkfifǘd1 I

㤈⼭ 次数反⽽升⾼
正解 I 𡵆 xěfèdx

x e e C x nèt C I
Upshot分部积分可以提⾼或降低某项次数来求积分

⽤分部积分积 lnti
I llntd dntftdlntl

tht fi dt tfnt t

PH I 1xsirxdx
fxdl con xsx fc ondx
it went siwxtc














































































































倒 If xlixdx 核⼼⽤upshot
将hx次数2 i o

扔到d后⾯的次 次数在开
另⼀项 次数在降
I 划 lixdD f.li x 1Èdh
Èhxfxhd 1次

Èhxylmxdǜ
ix lirx.li 1吲

⼆Èixǜlmxtǖidx
I iix lm.tt C

有时看似⽆法直接下⼿只给个函数

倒 If arctanxdx
xarchnx fxdlarctanxl
xarc.hn X dx
xarctanx 1 Ǜdǜ
xarchrx_Ìhltt At C

最麻烦的⼀种循环现象

倒 If t.sinbxdx 不断计算回到⾃⼰解⽅程
⼆Ílsinhxděg
Íěxsinhx ifxdsinbx
isnbx

alfosbxdxll.Tfwsbxdx.laěxwsbxtālěsinbxdx














































































































sittin bx fiwsbx bfsinbxd.nl
htiz iesinbx f.wsbx
I ⼆ aǜel in bx icosbxltc
ailasinbx
bohxltc.IT是 3 Ǘlawnbsimx C

习题 1 If ⼈畿 ⼭ fotxi 咸hi
otxhcosxtfcotxdlhcosxl
cotxlnwextftn.la
cotxhwsx
xtC.zI fit dx a 0

xiF fxdVE xan fxz.dk⼆ Next 1
⼼⼼划
Vip

dxtixfvi.de_甿川
原则使分⼦也出现 ai

I n I
迅⼼
trcsint.lv_a adx.ci dǜ

I 这 2 Èwesinǜ C

例 Infsiixdx 降次
find on cosxsiixfosxdsin
wsxsinxtfwsxcn n.siix.ca xdx
wrxsinxtc.mn os2xsinm2xdx1 1

1 six














































































































In sit on turn In n_nIn

Iiiiiaenio
倒 In⼆

⼭
藏 原叫要使⼭前有东⻄

1 sifx dxzifddx
Inztlwsxdl.in
In 2 tax i f_dfosxl
I.net ax 豳 1 4

In 2
Ii in sitter EnInto

脑筋急转弯

⽤凑微分法

kixorxdx fzsinxdsinx sixtc

Glzsinxwsxdxfz.comdsx wit C 2

sìixtc wixtc ssixtoix o.tl
T T
a a














































































































有现函数的积分

主要结论
①多项式在实数域可分解为不⾼于2次因式的乘积
即任何⾼于2次的式⼦⼀定能被继续分解

②真分式分⺟次数⽐分⼦⾼
⼀定可以分解为两种简单分式之线性组合

xiklbn ci in rn 分解为⼆者的⽅式是唯⼀

③⾮真分式可以化为真分式

g 㖝 恐 - 𠱃⼗点
多就 真分式
可直接䅀

叫 If Ǜdx ⽚恐此
⼆ lcxndxtl dx E it hhtxlt C

分⺟全为⼀次 Lts想4Th 对于 Miki
倒 I 1 Ǘiǖidx 对于2xti hn 2 -

i i ǎidx
得㝇数弦 展开⽐较⾕歌系数1 20⽆⽤极限

⼀同来最⾼次
⼼同乘x 1 令ㄨ

it 3⺾2 1 G 1右式 G 左式⼆将ㄨ -1代⼊ 2灬2
0ii同来必成亽 -112
E 歼2 近2 2on 左式⼆ xnk tk tz I G 2

右式⼆的














































































































iii最后处现⾮最⾼次项 随缘
飤 特殊值或亽
全ㄨ o 左式 2 右式 G this G 1

或同和全ㄨ Eat Ìu G 1
总之 If it Ǘi 函叫⼭

hlxttl i.hn圳 di t C

分⺟有次不可的式

例 I 1 5吀 北x 1 2 2 2

分解 我4 MMM 1以⼈⼼
x 1 如 2 2 Et t ㄨ2 2 4222

得定系数法 ⼼同乘⼼ 令如⼗ a 1
ii 问题⼆欢式⽆根 先相减再代⼊复根
移次相减 扣 4 会便于计算

从1 如2 2 xf
5件 i i 妖 i

从1化名2
RX 7

x i ⼆⼗212 ⼼ 22

ti 叫㵘 淡㗊
同乘 hi 亽 in

Mii NE 2 吃 1 2⽇ Ì 2
MENz 2 ⼀次求两个

iii再减⼀次

ii 2惢 2
ㄨ惩恐 想您只 㗊

Mi Ni 1
总之 I Kii it in ⼭














































































































1 ninth lilt È arch吉 1苾⼘此
其中1浆凶 1 iiidxtlizp.la

zfnfizFhT
先划 在

此 再⽤分部积分升次数

ǜz ⼆ Ǎz 1Ǜzp此
⼆ in 2 嵓2 41Ǜǜ
liiu.it Èarctanic

最终 I lnlx i ilnlitzltjarhhyI.at4in ⼗Èarctanǜtc

下⼀步⽬标 In⼆ 如炭 i
ipxtq不可的 ⼼

f4qo.us配⽅ x xiciipxtf.dx.de x_x
原式转化为 Ii his a 0

计算_me两种⽅法
⼼道推法 分部降次⼀

乘后作分部积分

Ii I iimcfantfxnriiizx.de
这⼼⼀⼼ ⼀⼀ 分⼦要出现分⺟的形式fGnttz.hn p a2ph

niu zcn nIn Zcnt dIn

Iizdmiiittzii In 不加C














































































































回顾先猜形式再待定多数

lǜiǜ 叫嵓
两边求导得到 Ǜi AǜiAㄨ ⼊

⼗

-

ii 恐品 i
A州听2 ZAR
𡛼⽔

X A o cl t N ttX A f
li int y ii

⼆

4品 ⼗gardenÈtc

⼼涌代换法
我在 Ii lien中令ㄨ a tent

则 diaitdt ⼀递推
公式求解

ziliiǜt Èloithmnn

应⽤ 1 in ⼆ Èkidt
⼀个难算的不定积分

dx
个到 I 11 4

解法⼀ 分⺟因式分解 ⾼于2次就可分
炸1 4 2ㄨ

2
1 - 2

2 好𠯿 经
2

Rt Ex 1 REX 1
部分因式分解

M in M ⼼IN ⼆
Ft Ex 1 ㄨ2-Ex 1 i














































































































得定多数找M N MeNi 直接代⼊ㄨ值
令ㄨ 0 左式 1 ⽯式⼆ Nini Zsy是憨包

同和令ㄨ 左式 0右⾮ MitMz
令仁之 左式 Ì 䂸 if 2叽2 Miz成州

MrMz冷 M NEO

N_N it M E.MEG.wsIf Ēǖǜdx 1Ǚiǘidx
Ēhlǜii It Èartnxtn
Èarehnrzx 1 C

解法⼆ 配对法

If di ⼆订器 此⼀划蕊 dx

ilidx.tl 䢄 ⼭

叫 北⼀划
化妙 2 if ⽐划⼼为2

2

Èarctanǜih㥇品1⽐
T记421Ǜaz
Èanchitclǜ⼆ 趔 𠠬 c














































































































有现三⻆函数积分

形如 If Rex wind R分⼦分⺟均为⼆元多项式

核⼼万能代换 t Hani
⽬的将其转化为有现积分 三⻆是假的
可能代换有效的原因

uǜiiflsina.sintwsEz.hn ÌO 猋
ztjxsxwi si.it Hai it
sedy

1

f7tttdxdlzarctantki.tt
El Raisin 此
⼆ kiǖǜiǜzdt

例 If 造 哪能试了

全 ttai.nl
Eli ǜdt 1 Èlnkl C hHand C

⽅法同乘six

或和⽤半⻆公式
dxEliǜilztmii

1器 d图⼆ InHani C

个到 泊松积分 I 1 rzrǜap hoard
万能代换 t.tn È














































































































到 tzr 恐 i iidtzdtfnuii zru tidthiu.ir t 2

ui ii arctanft C

iz ardent Eitan C

万能代换缺点分⺟1 坎数较⾼计算额
以下情况不⽤万能代换
RC siwx.wsxl Rsimx.ws 令 tax

将six⼭化为此⼼ dwh 特创 Rkosxl.siwx
Rlsimx.osxl Rlsiwx.com 令七⼆ six 特例 Rlsinxiosx

RI sirn wsxkRsimx.ws 全 thnx 特例 Rltn

例 I 1 at tin x b刊 d 北
⼆⼭ tail dx 1⼗七了此

令 thnx I f dt
1坊 atbt

I ⼆ lfǚtǜhdt
得定系数 峒来atbt 令七 i

右式 C 左式⼆点
⼈们移项计算

cniatbt.ir diuttihbultciutED
uttiatbtiaihikiz.az 1毕恐














































































































I ⼆ aiihlatbtl
zdslnlltt3tazizarhnttciii.hn

If蕊1 ⻝品 C

it at hlaorxtbsimltc
另解配对法

If a惢㼔少 找了⼆laoiiixdx
⼯州恐㵘䘅⼭⼀叫器炎𣊭北
⼆Alnlaaxtb㖄 13x

其中AbtBait AatBb 0

A⼆ ftp.B fb2














































































































定积分

⼏个经典问题

倒不 I Fix axdx
yinxdsiwxlftndt tl f

i2ki求圆RfiRE的⾯积
5 4Ǚtdx 全ㄨ Rsint

y d ds
4ERatRostdt

- 4RYFTRtdt 4RYiinz tl ⼆成⼀

例3和周期函数定义在仅上证明 HaER
Üfcxsdilifndx

证明 㥃 lift lift if
对于1埓⼼⼭作代换⼊⼆七⼗ㄒ
x T satT to 3 a

Üfandxtifctīndt⼆仔⼼ diff 此 ⼝

注若秋连读函数可对积分限求导
令抋 Ǘfdx 去让⺠⼼下⼼ 或Far常数

Fia fcati f ci OH周期

倒4 I fix dxlaco














































































































sir 遯 xli ffdx
rzd fxii.net

的要有分⺟的形式

VF.az dx again
Eat It Tv岱世

a Edt Èhxtitdfiidnmn

1到5 Wallis公式1点炂式
Ii Ǖàrnxdx⼆Ǖdxdx

Tsixwilddǖxl osxEE osi.EE
分部积分降次
In⼆Ǖaiixdtosxl
wsxsiixliliasxdls.in
n_nǕ inx.ws xdx

⼆ n_n In m In
In ⼆ t In I ⼆È IF 1

⼼吖 崎til戀 嵎 ˊ

应⽤ cniidx jixdxzz.EE
2 Ewixsinxdx E x ws4xdx Iz I4

iEi.cnfisiixdx T.it

1到6 Iinxdx 2Ǖihdx














































































































o 𠵇
Ioixdxfǜwixdx 嵎

倒⼜ f在⼼⼝上有过误导函数 fot f to
证明 11和岞式141此
从左1则⼊⼿分部积分

1和dx xfxi fxfix la
lxfindx 不够了

带有 did ⼼式的分部积分

和dcx ilx ifanl lix ifixidx
fcx ifindx ffnndx lixfixsdx

lffcxidxkllix ifindxl
sflx ilfixidxsifi nldx

对称性在积分计算中的应⽤

在 a的区间上 xisatb x

gifcatb xi gs与松关于如世轴对称

gcxrfcatb xr fi 1尴划
若柯积则
tpdxfigdxffcatndx

特别地在 0 a 上

ffxhx ffaxidx














































































































奇偶性的推论

f在⼼上 关于⽣ 为奇函数 If在 a a 上关于⽔式为偶函数

hgHxtliod fxs fa x INNXEToa3 fcxnfca xl
mg ffx北 0 I mlffxsdx 2Ǚfxsdx

⼀个重要恒等式时不⼀定是偶函数1 1
不怎么⽤

1啝⼭ 1和⼭ 㥒 ⼭ 上⽐较有⽤

更⼀般版本 lfndiffntfatb xidx

g IT xsixdx
itcos我

希望是⼼下让偶函数倚函数
优先验证偶

杯⽔怎囖烮 华嚻 if
fcxstfa xs im

T wg2x

⼯⼆⺎信悠 北 Ǜ 朤 awrctantxii

倒 f在 ⼤下让偶在 o⼤了关于𥐥奇
证明HnENi IE Ufxicoswxdx 0
被积⼨⼼⼼ 以 在⽐不了偶

oswx
Ezffwswxdx _杺 sinn II其中Efnwsznxdx lifxwswxt fi 以 2㗀

o

其它答案写张作代换七⼆不ㄨ

Ifxwswxdiffktlwsznk tldk tl














































































































⼆ lift oszntdt
I I I 0

侧 I 1想想我
直接代⼊1 x 分⺟不友好 先换元 x tent
desi 此

HuntIǕhnttantldt ⼆
ittant

⼆Ǚhuttantlthutltanz
⼆Ǖhlttanttttant 此 ⼆ Īlnz

因为 tanliiǜǜi 㗊 uh
t

9到证明 奴ER Ēuǜiǖuǜx 来
只记焦阔 ⼀
左⾮ Ǖniiinldiǜitai 恐对此⼆平














































































































反常积分的敛散性

⽐较判别法

fg定义在 ab上 以纳惟奇点可以取b
且lfxsklgxsl HXEIahn

叫g绝对收敛 f经对收敛
jif发散Ǜg发散 of发散籽发散

例 记明Tǜdx绝对收敛
惟奇点为 叫1㖌 K 1𠸑 i 如成⽴
另外碲积分织造 还

倒记哦飚以⼭经对收敛⼀⼀ 有可能让函数值 ⼝的点
0是惟⼀熱关键在处理him
利⽤ocsiwxax lt 划 有

llnsimxl hn 原⾮ If ⼭发散给
䫨

实际上 lhsinxl hn
启示在0到1上很多不等式会反向⼀定要⼩⼼

正解 先估计 six 蕊⻓箭 1计算即可

x 20⼗时 lnsimhx 因为 sinxl 利⽤洛必达法则














































































































存在 at 使得 hikclhxl Hxcco⻔
⽤枫与界函数炸⼼ 相⽐是⽆穷⼩量

即 lmx 0剑 x ⼼ so

也即想想 ⼆蕊 xhio so

细节⼀般情况取 a撮积

取之⼆年 ⼆Not o⻔ HxEco则
成⽴ Unxk it Hxalo则
懙 ⼼ 热 ixii

畎 iodx收敛厚式经对收敛
㦋取假⼤此式会发散

对参数分情况讨论

r

-














































































































例 讨论积分 怨 岁的敛散性

不能和省为1是奇点 共有3个感
i

⽬标化为⽬ 有可能让函数值 ⼝的点
记被积函数 fy
lfyl在不同奇点有不同表现
①
go处 g ci

fy ly Iyntad时收敛 a o

②与1处 g
lfgl y in atl 时收敛

③y
lfgl yng mn bz0时收敛

综上所述 as 且b 且 atkl 时收敛是经对收敛
倒发散














































































































平⾯图形⾯积计算

⼼由fan和所围⾯积

yn fan
or

billgun Half gun It
x 难点分段算绝对值积分

倒 求To2⼤了上ysiwnyz.wsx围成的⾯积
S Elsinsxldx与她

fest Ǖoiwnhtǜixondx⺤111i i ǖuexindx
4⽇

注意到 5 准 ixomtx
⼀般⽅法利⽤ asimxtbwrxiib.inCnp辅助⻆公式

其中farctana
5191 sixth dx flrsinlxildx
Elilsintldtirz.FIàntldt 4次

不⽤画图也可以做

倒 ⼼是由与 six x_x逕 g 七围出⾯积
an six 求⼼ br最⼤1最⼩值

佐
七 仙 Ǖltsinldx

ii I x ii sindxtfiirxtidxlarcsint.tl这














































































































Set tarcsinttoslarcsintl
ltcoslarcsintltliarcsintsffv
zt.amaint 1Ìttzoslaraintnnnnr

令x arcsint.wsㄨ 在2

2tarcsint t Ettz.VE
sit 2 arcsinttf.it㡭

2arcsint

E.SK0的根链 sit顾右三 极难继
极⼤值madSin Sal

⼏何解释 我七 anoint
5砒⼆进 want

5⼼ 2 sinti

例 jfgix 䢵交于
第⼀象限何秋可使A B

B azi
ddxzfcczxtidxAlllifihpczxric.dz
S 7 且27⾮C

⼆参数⽅程形式下的⾯积
情况 yy.ae xsb由 in gyu给

它仅⼆⼗⼆

没有扣了的是式表达式 ⼀ 找
yyltlxn_ot.my
______ y

需要找 tan作为北坂函数 只有单调的函数有反函数

本质对Pay ⼭⽤换元法














































































































⼼若如严格増 xma.xpnbsiydxfyxixindt
fymd.HN

ii若如严格减 xib.xpra.SfyxidxzfydlXHD.PH求旋轮线拱与ㄨ轴包围的⾯积
x alt sintl.ge act at ostia

__
5 gmdxfydxltn.TTEauwstiah ost dt

1 2⼤
⼆Eǜ toi z.at dt

情况⼆ 求由参数⽅程表⼦的封闭图形的⾯积
g fi astep

BAS it ⼀段不是那tix i i
tp i i

i f⼼ i
i I

o a

bXSffcnfMldxz fydxtiIydlxtnTT
n.tt 憱型

________表以地特由版本
b B

S 继⼼椡的 树 snf.ua
Tiny tf盥

臃
a 嶕

i
o x














































































































⼆避邀 oh
结论 上两式相加除2得 ⼀双搦性

S iixmdyn ymdat
⼀段来说是最好的

倒求爽感所围⾯积
参数⽅程x aost gbsintlotazN
O⽤ 5-18灿⼩批

s T
xdg

awst b ostdt
ablioidt ch

②⽤ 5- fiytndhD fydx
ss fbsintal sindt ch

③⽤ s jxdy ydx
ss lzlz ch ah

倒 求Descartes叶形线 ijxg 在第⼀象限的⾯积
重要多项式形式如何参数化

yitx tt到原总连线斜率

it titi ⼀ 左右相差⼀次可请 i
xutt tt x fi giEp osts

若左右次数相差较⼤试gticn 2

妣 1-邓 a t4

O_pf gl
廿⼆ utti

Ìfxdyydx䗣
段的应积分后⾯有三是分式可算不定积分














































































































三 极坐标下的⾯积

设定没曲线极坐标⽅程 r rca ae of
求该曲线与⼼ a ⼼ 所围⾯积

of LT响
换直⻆⽣标 加 rweo grsino

ax 只能得到⼀个边界
p roo

jr since
②更好的⽅法分割成⼩圆弧

⼼ 5- Ìroi do
Nda
弧度⻓ na de 近似成三⻆形s Ìr ⼼⼼ ⼀此

结论 jia do

例 双细线忙 done所围me⾯积
⼋ torte 从式⼦中可看出来

Edwszosotazoz co
Other 第⼀象限内器㗟 0 - i
5- 4Ǖidēzǖdoodo
zafood⼼ d

例找三个圆 R j 4 cx if 4 xg is4所围⾯积
5扇形Aopi Ìfx _ Ì

IGǛSǕÌionitdo 8 idiYI sxj g r tio o E
co z














































































































俩绯 8Ǖctwndēiwi
s izs

必须有⼀侧边界是直线

⼆ ⼆⼆
X W V














































































































旋转体的体积

t ⼀般体积公式

设定 ⼀个⼏何体来在空间⽣垺两张平⾯ㄨ a和以之间cash

-

圝ffi
nI

对于每个 in ⽤平⾯ㄨ x去截截⾯积Sm

V 1 smh
Ty to x

例求底⾯积为S⾼加的圆锥体体积

Znfly 相似三⻆形 5⽇ is
hifO it r iisdijsh
zi sca

x

倒求爽感是1 的体积lab 01
⽤平⾏于XoYas截⾯2- Z tt Zac去截椭球
截⾯为椭圆 途博 f

- it nǜn
伈 aabnǜ
vfixabn idz aabfa dz
⼆aablc dz false














































































































⼆旋转体的体积

设定由曲之⼒梯形hxgl a ExEb ogsyi
围绕伡由旋转⼀周所得⽴体放转体

-仁匪⼀ - _
让织㟗⼭ ⼀ 中⼼实⼼

angel yiiyi
sn

说若中⼼是它⼼的当如为圆环算
Six gEy3 ly ⼼Eye y

例 gzilosx的决定两个曲之⼒梯形

Sti Axing10 - 1 oyzi
Ai Ajhxylosxnagd薷嘦擦㝈㬮x

xyloyE2 EE 闺 关于屿利
vx lfjdxzafaitx f
ylfig ftdg a

PH求⼀个救⽣圈的体积内直绌 外直纪⼭

不 i ⼀ ⻓度 Win
对于 texsr

dk ⼗不 如性成的截⾯为圆环
i R 外半统 Rtidk it it Gx 畔经 R ii

t

AEㄨ的
S Rtix ⼀下R V 邓

4天⻅丽2














































































































Hi 4观⾬⼭ 8双 Irish
2TRE i 本国的⾯积

其中12 本⼭ 本⼭ rid
说 Gddin起是让⼩⾯积周⻓ i 2双

不能⾃⼰⽤
平⾯图形围绕不穿过其内部的轴
⽅能得到的体积 ⾯积 形⼼弦转得到的周⻓

个
图形的重⼼














































































































⼆重积分

⼀ ⼀段区域上的⼆重积分

f在⼝上可积 D可以表示成型区域

D xytcxfff ae x的3
4关于x

且对每个固定 㤈 Üfxyy存在

fxydjlhlfxydy
同理若呵表⼦多型区域

D kxylxiysxsay cgsdlt i
祃

且对每个固定guy
⼆濙fxydx存在

lffydxyiflfx y tn

⼀段区域分解为ㄨ的型区域的并
以⽅便计算为原则决定积分顺序

2⼈
个到 D xglgsijsg no 3 4

13
0表⼦为𣿀就 冷鬭

之⽔ 11 tFE gEZVT coEXSTI s
X














































































































D3 2-V4-⼥ gsz tk kXRl
D D URU173
婊⼦対型4 瓦

EHgjt sxttyf EEzfj Eye xwgj zgsy
E v ED

X

说当 fxy中合有吗2项

或 D的边界表达式中含有鸣识
则 可私⽤ llfxydxgffrwsarsinard to

D

先化为极坐标下⼆重积分
然后关于 r和0的⼆次积分球解⼀

例 将上题的⼝分解成 r型区域和型区域
在极⽣榒中 D的边界

if y i zrsino r zsime

xyfg F trsino r tnme

i
䶫

⼼ no
哎

灍 警䨊 试

aint soEE
X D D UR














































































































表示为0型区域 D
050EE
aime Ers 4sit

O

智⻓得像极⽣极积分
例 求点名螽鸣

了⽐粥⼭⻦ 但区域不是图⽤夹通
不要设法将⽅形写成极⽣标

记 和⼆

燊的⾼
了 ēdxy 会变得不幸

G痴㗥 ēdg
GR

G IR

cpifdofreilrdrl
fdefriw fidt
a EE咜州 下 R

同三是 GR n in zRet TcR

利⽤CREIRECRR夹道得到 i IR ⼆ 不

例 作极⽣相替换将

对啊 㟊D
化成定积分 其中

D xyloyixctl
令 x rcosy grsing
If 喞 ⼭与 fnrdrdg

ihfnrtrtfli arosifnr tn














































































































⼆⾮fnrdr faroifn ru ⼝

班重积分的变量替换

直⻆⼀极⽣标纸
x tosy grsing ⼭东⼀

例求曲线 Ǜiǜǜ 所围⾯积
应⽤⼴义极⽣扛替换

如afwsajbpime

CI O abf 原式⼼ foso 122纽线
数学分析学过
对于变量代换

如 Xin

gyu v Min D

应满是⾏列式了将恐讣㦭劐
在5内⽆零点印了to 如 ⼼

fxytxdgffxcuniyuuDJ ludo
所以 5 呜唯我嚸94 ab

个到 求 诓⼗⼀峙 ⼀ 本倒想说

其中妯 如
cjc亦

万物都可极坐标化

曲线 VEVF ⼆⼗所围成 ab cz














































































































btc - 令x ctagoio y ctbgsirio

cfNE TTT
ci 将竿洲虂㔇

acid bsiio

goiosimofiio co
4abfaiosiia

积分区域化为 Koi off于是 纸⼀ 两 ⼭与 Fitting drink
不重要的说⼀般⽽⾔ ⼴义极⽣极变换

x iariwid jidisi io
能将 wx ciy li 变成r
但其中no 再有通常的极盥⻆之意义

所以不要对着图想当然地写变换区域

例 求⼯⼆ lfyhg 其中 snj znxy 4mg121围成
⼈ 作变换 u y my章

yxf
⼀ 区域

巤 _in

⼼ 且 51 于是
t in

Ifiuduf_du
R

fwanduluun tl














































































































⼆ Pint此⼆ it

Last
Tip奇偶性本

积分区域对称性可⽤来简化计算
① D关于ㄨ轴对称 关于g奇偶

fxy fcxgs 11fcxnghg co 关于骑D

fcxynfxgs 聍边D
树吗 joy 屿 关学偶

②D关于y轴对秄 关于奇偶

fxg fc xy slffxysdly
关于𠵇

fyif xgs
feng屿 2点iyddg 关于㷒

③D关于⼼ 中⼼对引

fxng f x y slffxgsddgo 酬相反
fxjf xgs

fxy⼭与您树屿 两侧相同

5 加在第⼀象限的部分














































































































多元函数极限

求多⽆函数极限的常⽤⽅法
1利⽤函数连续性 极限运算性质

c 不等式放缩或夹道题是 - ⼀般踟和斯趇元的式3
3利⽤变量替换 化简为已知极限

g
全涌的 点唑⼆⼗出国⼗⼆⼗ 14

此处七只能与

合指数的 him utfe 噆其有关
t to

0 -

7 㝈4初字变形 分⺟有现化 撒撒形式取对数
惢-

⼀ ⼆重极限若存在的计算

倒

囖䨺蠶厵鬻
令 x rosay rsino

惢 㶪等⼆品 rwiotn in
⽆论为何 啊

hn sixty ⼆元化 -元
侧2 求cxng co si j

饊辞 sixyn iij mg o o

T 此处是对的 但不能对所有⼆元极限做此操作
修正⽅法Taylor展开 元对 rip
siniyrijtoltiyilhxl ly o

厚⾮ yij 灜㟞𩇫














































































































另法 不等式放缩 经典⽅法 sin们都可这样做

lsiijllxnyiaxyiij
厚式 ghiaijo
原式⼆0

㫵 救 io 树 其中树叫李蕊等
练习效缩

lfxynl ilg
x o

yl x o yto
惢1树临惢必 0

dgiofx jo
0
倍上下不放写较⼤的那个

倒4 求dgiuiyy
⼀⼀发求其对数的极限

先找dining fiji _
极限为0

放缩 lxgfijkfhicrii reij
ghiongfij no
原式 e 1

倒5 记明sxgini bg 吃 底数极限不总是存在

cheek ihl蕊2 极限不存在

使⽤夹道⽅法
注意到 xso jo忖 0 pg at














































































































贰 4成
⽽⿏贼 0 厚⾮

⼆累次极限

核⼼命题当重极限存在爽gfxgrA
u 㸩⽣时 惢fxgs存在

筘惢fx ci A
R x_x 时figfcxgs存在

㖌higfxgrA

解稳 ⼆重极限存在 ⼗⼆次极限存在

⼆次极限 重极限
②⼀般情况下两覩必然联系

eg 重极限存在
⼀两个以极限均不存在

f
有且仅有⼀个存在

typo yio
满是dinfxigjhi旕树 0

个是怂点fxy不存在

g
⼆重极限不存在下

两个次极限存在且相等

f
有且仅有⼀个存在














































































































tfyf x

sxfii fr ghifxgs不存在
且然筘 fxyi
三证明重极限不存在的⽅法

⽅案 找两种特殊的趋近⽅式 使得在两种⽅式下极限不同

侧 fail 鬰
或50 5

ty② oy hn
①3号ghxicxy cono o

① 7 X

diiicoAT TO yhn
②沿yǜ ⼼⽣ ⼼

还叫不可能有 iyǖlo ㄨ 或go树叫 其它

him
等啊

⼤学⼆⼗

由此重极限不存在

⽅案⼆ 证明两个颢极限存在但不相守
如果两个次极限存在⼗⼆重极限存在

由命题 三个极限应相等⽭盾

似 fxgl ifRaj
㖌筘 fyi 筘怂fxyet 可⻅重扣眼不存在














































































































多元函数的连说性

连续性定义

如果
⼼逝yfexyifxgs 则称fang在cxogs处连续
fay 对ㄨ⼲y分别都连续 fang对⼈你连续

g 棥 i 吗 虚

芈 服
的𧪾0 lxy o o

在全平⾯分别对ㄨ䘞均连误
但作为⼆元函数在厚点不连续

hay 妩
例 全本的叫

g io

证明fxg在定义域上均连续
记明 fxy之定义域为y -1

时cxy在 ⼀ 处连说
只需记fxys作为⼆元函数码轴上各点连续
①在⼼0 fo 0 ⽽ x 0时

0 y o

fxyr hufilfunyiy io
⼜由于dining 1

⺕Spo HoclxkhocylaSi
f 毕刘 EyUncity有1 2⽇1

只要叫你 yk 8⽆论在⼀ 或x北均有

lfxykzgl














































































































dgiifxy o fi
②在coy y to
当 妣 时 lfcxy foyiglnuixgiyd

yllnnyi ntyy l
aylhuyi lltyy li

⽽当x 0时 lfxg fcoyiy gl
注意到封中0时

jiiyfnxy李⼆⼗

结合上述各式得
himcxymcoyifxy fayio

fcxgs在⼼扣处连续 从⽽在其定义域上连读

顺便提
⽊屿对ㄨ和⼦分别连续 ⼗ fxgs关于喊䍧调

fcxy cxgs作为⼆元函数连续


































































偏导数

⼼偏导数的定义

⼆元函数卡你在 lxogs处偏导数

其化学 fxixgs⼆点枇 xgn fxgsㄨ

类似可以定义fylxoyifiifxoy y fcxogg

例求fxg Hi 吗 在⼼ 处偏导数
x y o oj

tiif 杺
等杺 ⼆hgì

fi 0 0 fy⼼⼼不存在
多元函数偏寻定义来⾃⼀元版本 所有⼀元运算法则均运⽤

g 四则运算 链式法则

⼼偏导数与连续

⼀元函数可导 连续
⼆元函数 在某Ěfxfy均存在中连续

反例 fcxgl 的 甚⾄不存在极限
0 y 0

bf
fxcooi fgono 0 但f在⼼⼼不连续



连续性判别法

fyp的两个偏导数慧等在 扣邻域内存在且有界
f在⼼ go连续

证明 ffxo x fs fcxojo
fxotoxyotoj fxoy yitifxogotg fcxogs

利⽤⼀元函数微分中值定理
对

of其 x 9 ox y⼗时 X 可 Xogot agg
0 9 02 1

f 存在伈⼦邙域内有界 inghifo
f在⼼扣处⼆元连侯

具体操作⽅法

雌

⾼阶偏导数

怼我 靠树骉冻最㳺
需要知道fjfyx不总是相等具体条件不还知道



令微分

⼀ 令微分的定义与基本性质

na

sty
5- lxtoxiyy g
lytgitzx yty
zxy

设2 fxyhxogs某邻域上有定义如果
2- fcx x y y fxogs
⼆And tBag 0们〇 ⼀ 例 e不就不可微
4 个

仅与化go有关
⽽与⼼⻦⽆关的常数

It⼆ 我只 gR
wi f在⼼go可微 和 AntBy为全微分
记作 北⼆亿 13g AdtBy

可微 在说点附近fixing可被我与g的线性函数还以代替

f在cxogs可微 在⼼扣附近邻域内有

fxotoxg yefxoy it AmBy
线性
- 5

其中 A Ixogifxlxgs ⼆过1xoigfglxogs2ㄨ B
对



最终版本 dtfxdxynytnh
或 fxotdyig fexoyitfxlxoyO fyxogg ⼀

例 求A Win 004
2
a99412的近似值

取2- fxy h ij no 1 g 2

ㄨ 0.00个 g o_o6

楍 ⼀ 𡖂
A fxotoxy ynfnn itono4 1 -0006 1992

⼆连续偏导数存在与可微

䲜䨻⾼䨻 偏导数声在
㖼邻域内偏导数有界 ⼀

时变⼀点 褊
导数
连续

-
由此得 记时不可微的常⽤⽅法

1 记fxy在⼼扣处⾄少有⼀个偏导数不存在 𡐖
2 记fxg在化 和不连续
3 从定义出发记 f fxty x fylxogg ocr

其中 rising

例 设fxyilxy 证明 cnf在⼼ 连续
2 fxlonn fi ⼼都存在
3 fxgs在⼼不可微



11Noy o 0 kfkloxM.lyik
i

定义 off x_x goingfcxogndgiihyijhifo.atof 0 f o

的按定义⽽⾮接求导法则计算
f.no⼼⼆点机 呕卡

⽤家徐
存⼼ 命扣时余杺 0 ⽐较on

3 tffxloaox fyonig ki.mil
取⼈X g o.mg
忄杺𡃴 崻 iiiii.int

所以上式 0的 f在⼼⼼不可微

倒利⽤上述第灬3条 hi 製
⼀杺 i 的爽ㄨ

i

there
蛷和铡
由定义

entire
由持弦则

⼀⼀ 由定义

⼀

分⼦ 0⼼1335 ⽤在这⾥



倒再⽤第四条解题
c

离谱
需偏导数连续

SO r 3分3 ⼼ 𠋥三⻆图

a ta
之前的⼼关于学分别延误抡

义和⼀的妚同 推不出⼆元连续

偏导数连续 x㹑㟈⼼ gi fico io
wxjfwxgi fo to

⼆个容易出现的误解

cnfxy在某点邻域内存在偏导数
但在该点不⼀定连续从⽽不⼀定可微

in fay在某点连族
但偏寻数不⼀定存在从⽽不⼀定可微

3 fxy在某点可微
但在该点偏导数不定连续



链式法则

建议写箭头

⼈

①
倒1 u 好 令如㤈与4⼼求岀 fail 不能折头出⼆叕㤈 鴏⼼ o_o ⼼感恕⼆⼊ L

y ifmtxlnxf tn Lh
好 f y t h f

20

灿州想㤈州叫峸则

在使⽤链式法则时要求 fig 何微否则法则可能失效

Eg fxyifxj lxytcoci0 ㄨ j o⼼

fyiki yio n
o cxg o 0

fxy
您算 lxyco n
o xy o o

记不可微 dffig focn 鹅不是⾼阶⼦量
现在全 xyit mft tn 链式



如果⽤链式法则就有
悲下⼼㩆 树

当时仁⼼ 时是⼆0 问题出在fxg在⼼⼼不可做
疢⽭盾

㫵湖吗有连续偏导数且扣炸 1 Otfnh⼼若本灬3 X 求fjx is ⼀
⼤ 道

⼼若 fjxjxy 求fcxj fxx 虚减 Yg
4时杺〇⼋⼗两边求寻得

不是 fxlxjf ififxtz xfio⽽䟔⼼
⽽ fix⾏ x 故 xtzxfjx io
fix奵 il
l琏须性知fyxi it

G将为的原函数视作f的⼀部分去还原f
令Fcxjfxgr吗述

寺的积分

Fjfjig o 构造下的⽬标是它成⽴

F只与ㄨ有关设下⼆㤈
fxjijjt 㤈 -

利⽤fix奵 1 得ycxrt zit

fcxyiyyfti

PH3 u fxynvycxy us w hcxuin 求毙李



huffing
先画图 wit

每个字⺟只出现⼀遍

bvgg
hthfbg tt 这种形式

等
0 0

-
赌总能写成

⼆h tk其垢 gig热 ⽽eg li叕

hfthgifgi
h gg悲

倒4 G
先关我后天字

o
ff 和码

_
Z i ⼼ wifey i

① EÉÈ of ⼀点不与 ⼦ ⼼

⼂⼈⽣⼈
X

例5 设a li f有两连侯偏导数且
i器 5䥅 o

fcaxby a 20

fxwxhn bE 30

求fxcaxbxi fywxbnfyywxby



对20两边求导得
afxwxbxibfjax be a

对030两边求导得

afxxlaxhxibfglaxhn 2bx
a2fxxwxbxHzabfylarx bxjbfglaxby

结合得fxylwxbe 0 将之代⼊40得
fxxcaxby Ǜx

再将之代⼊0得 fgycaxhn Tx



隐函数存在𧩙与求导

⼼隐函数存在𧩙

o
f
记不住的话
就要能看图写式⼦

是想祝 Fyi 为⽅程 妫已知量可解吗作为未知是
1中 10F 阿 F在五处满是⽅程

② 䣅 这⼀定是⼀个以ㄨ为⼰知量的⽅程
诺F io 则与ㄨ⽆关意味着已知意⽆处可⽤

2中 斐岛 可理解为

F与⼼间的关联⽅式能与G与⼼间的关联⽅式⼀样

否则会导致⽅程相消去已知意不能充分发挥作⽤
这样就不是以解未知是以



⼼隐函数求导

例 设Efxy是由⽅积Fcxyge 确定的隐函数
求Zx y Zxg

①先救x 在FoxyyZ 两个叫对 求导得
Fit Fzo s È

②㭙 可⽤公将⼀喜⼀千管⼆啠
③救
孚
在F 后 两边吗求导得

- Fntnu zjfl Futn tpzxtEZgl
将g 这表达式代⼊有

-Fnt Fi营⽕在1 压制其垢Zyl
Zg

⼆声 2⽄后FR FEF tt
也可先在F 1 -F 垢导 两边对㛏导然后解出Zxg

三求已知函数组所确定的隐函数徂之导数

例 没ucxy由⽅程组ufcxg z ti glgz tl no htt
确定

且 發息 to 求等
解法1 先认清函数弥

因为 gh
212 tl 0

gg Z ti o hz t o z t为g的函数

u 以此为中间疆的学的函数



对䲜孨
iff

gytgzigttio
hztthtt io

ight l發紗 t ⼆捌㵘
等fg gjfzht tt叫發䟞

解法2直接考虑⽅程组

FcxyZ tiuko ggZ t o hcZt o

其中Fxy at 以 u fcxy tt 由于

2 F ghdg hn
⼦ u tt 2 Rt

to

可视xy为⾃变量 u tt为xy3函数

对3个⽅程关学求导 g fy fzty ftjo
gytgzzyg jo

解三个⽅程得到结果
的⻢⼩吗

侧2 设x cosycosty cosysimf es iny 求意
解法

9式与
前两个⽅程 y yy ttlx gl

t simgisinyxgl
tiosff



前两个⽅程对㤹导

1 - simgyxosftcosyl simptx
o simgyxsinftcosycost tn

yi ostlsinf t sintlcafi
代⼊ Zx cosy y of cost
对㤹导 㢫 oigsiiy l

sin34

解法2 找臧 螺吗
2 Ft

两边对 求两次导 yx是独⽴变量了
x ZZFO ltZFZZ io

Zx Ì
Zxx -您 5台 05年

2

筛4
-1

例3 设uifx uty ut z utl gixy io 试求ux ly
这时七是⾃变量 or 因变量

两个⽅程确定两个隐函数
第⼀个是 u 第⼆个

由第⼆个⽅积为t lt
是⾃变量

分别关我求寻得

uifn uxtstfcwxtltfnzx axts
gtgtx co

解此⽅程组得
⼼⼀ 杰森纛 与杰鼎纛


