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1. THEORIE DE DIEUDONNE ET DEFORMATION DES GROUPES DE BARSOTTI-TATE

Soient p un nombre premier et X un schéma. Si n € N5g et G est un préfaisceau en groupes
abéliens sur X pour la topologie fppf, on pose G(n) = Ker(p": G — G).

Définition 1.1. Un groupe p-divisible (ou encore de Barsotti-Tate) sur X est un faisceau en
groupes abéliens G sur X pour la topologie fppf tel que :
est p-divisible, c’est a dire p: G — G est un épimorphisme;
(1) G est p-divisible, c’est & dire p: G — G est épimorphi ;
(2) G est de p-torsion, i.e. G =lim G(n);
—
n
est représentable par un schéma en groupes fini et plat sur X.
3) G(1) est ésentabl hé fini et plat X

Un morphisme de groupes p-divisibles sur X est un morphisme de faisceaux en groupes sur X. Les
groupes p-divisibles sur X forment une catégorie qu'on note BT(X). Lorsque R est un anneau,
on pose BT(R) = BT(Spec(R)).

Remarque 1.2. Soit G € BT(X).

(1) Il résulte de la théorie des schémas en groupes finis et plats sur un corps algébriquement
clos que le rang de G(1) sur X est de la forme p”, ot h: X — N est une fonction localement
constante, qu’on appelle la hauteur de G.

(2) Sin,m € Nsq, on a la suite exacte

0 — G(n) — G(n+m) 2, G(m) — 0.

Il en résulte par récurrence que pour tout n € N, le groupe G(n) est représentable par un
schéma en groupes fini et plat sur X de rang p™”* ol h est la fonction du (1).

(3) Réciproquement, si (Gp)nenNs, est un systeéme inductif de schémas en groupes finis et plats
sur X tel que pour tout n € N, le groupe G,, est de rang p™" (oit h: X — N est une

fonction localement constante) et G, — Ker(p™: Gpy1 — Gpnyi1), alors h_H)lGn € BT(X).

1.3. Extension universelle d’un groupe de Barsotti-Tate.

Définition 1.4. Si .Z est un Ox-module quasi-cohérent, alors il définit un faisceau sur le site

fppf de X par Z(X') =T(X', f*Z) pour tout f: X' — X. Si £ est supposé localement libre de

rang fini, alors le faisceau fppf ainsi défini est représentable par un schéma en groupes, localement

isomorphe & un produit fini de G,. Un tel schéma en groupes s’appelle un groupe vectoriel sur X.
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e Construction A Soit G un préfaisceau en groupes abéliens sur X pour la topologie fppf, dont
le dual de Cartier G® := Hom,, (G, Gyy) est représentable. Notons e: X — GP la section unité et
e1: X — G® = Inf! (GP) le premier voisinage infinitésimal de e. On a un isomorphisme

~  xMl
}IO—mX—pointés(G?7 Gm) —e QGD/X'
C’est un faisceau quasi-cohérent sur X qu’on note wepr (remarquons qu’on a G® ~ Spec (OX @
wgn)). On note a: G — wgo le composé

G— I{O—mgr(GD7 Gm) - I—IO—mX—pointés(G?7 Gm) = wgpr.

On peut montrer (¢f [23, I Proposition 1.4]) que « est un morphisme universel de G vers les Ox-
modules quasi-cohérents : le foncteur Hom,,, (G, —) est représenté, sur la catégorie des O x-modules
quasi-cohérents, par wgr. La formation de o commute aux changements de base.

e Construction B Soit G un préfaisceau en groupes abéliens sur X pour la topologie fppf, tel
que
(i) Hom,, (G, G,) = 0;
(ii) mér (G, G,) est un faisceau de Ox-modules localement libre pour la topologie de Zariski.
On pose
V(G) = Hom,,  ( Exty, (G, G,), Ox)
Si .Z est un faisceau de Ox-modules localement libre, alors mgr (G, 2Z) = Mér(G, G,) Qo Z
et donc
Home (V(G), &) = Exty, (G, £).
Cela signifie qu’il existe une extension
0—-V(G) —EG) —-G—0
qui est universelle (initiale) parmi les exensions de G par un groupe vectoriel sur X.

Supposons maintenant que p est nilpotent sur X et G € BT(X). Soit n € N est tel que p™ est
nul sur X. Alors wee = wen(y), et c’est un Ox-module localement libre de rang fini ([24, Remark
3.3.1]).

Soit Z un Ox-module localement libre de rang fini. Alors Hom, (G, %) = 0. En effet, si
f € Hom,, (G, &), ona fop™ =p"of =0,donc f =0 vuque p" est un épimorphisme. En
particulier, 'hypotheses (i) est vérifiée. Appliquons maintenant le foncteur Hom,, (—, %) a la suite

exacte 0 — G(n) — G £= G — 0 : on a la suite exacte

Hom,,(G,.%) — Hom,, (G(n),.) > Extl, (G, %) £ Extl, (G, 2).
Comme Hom,, (G,Z) = 0 et la multiplication par p" est nulle sur ., on a un isomorphisme

J: Homgr(G(n),Z)lMér(G,Z), et donc Homg, (wgn(n),i”)gm;r(G, Z) en vertu de la
propriété universelle de a: G(n) — weo(n). En particulier, avec £ = Gy, on a

Ext; (G, G,) = Hom,  (wen, Ox)

de sorte que 'hypotheése (ii) est vérifiée. On dispose donc de ’extension universelle et on a le
diagramme

n

p

0—— G(n) G 0

G
0 wap E(G) G 0

(e

G(n)
de sorte qu'ici, V(G) = wer(n) et E(G) = wanny 1T G. Tout ce qui précede reste vrai lorsque p
est seulement supposé localement nilpotent sur X (par unicité, on a les conditions de recollement
adéquates). Par ailleurs, ces constructions commutent aux changements de base. Elles sont aussi



THEORIE DE GROTHENDIECK-MESSING, THEOREME DE SERRE-TATE ET CLASSIFICATION DE KISIN 3

fonctorielles (cf [24, Proposition 4.1.5]) : si G, H € BT(X) et u € Hompr(x)(G, H), il existe un
unique morphisme E(u): E(G) — E(H) qui fait commuter le diagramme

0—— V(G) E(G) G 0
0— V(H) E(H) H 0

ot V(u) est I'application wps — wpp déduite de u. L'unicité de E(u) résulte de Hom,, (G, wmp) = 0
(vu que wyp est un Ox-module localement libre de rang fini). Pour I'existence, on a les diagrammes

0 V(G) E(G) G 0
J ) H
0 WH wip 0 E(G) — =G —=0
et
0 W EH)xgG——G——0
|| | |
0 V(H) E(H) H 0

il suffit de montrer que la deuxieme ligne du premier diagramme est isomorphe a la premiere du
deuxieme. Cela résulte du diagramme suivant :

- 5
Home (W (n), who(n)) — Homg, (H(n), wp» ) —— Exty, (H, wgo(n))

| |

HOIHOX (wgb(n), WHD(n)) SASEG Homgr(G(n), wHD) %) mér (G, U}Hb(n))

et les deux lignes correspondent aux deux chemins pour envoyer Id dans Extér(G, WHP(n))-

WHD (n)
1.5. Le site cristallin.

Définition 1.6. Soient A un anneau et I un idéal de A. On dit que I est muni de puissances
divisées lorsqu’on dispose d’une famille d’applications (v,: I — I)pen., vérifiant les conditions
suivantes :

(1) (yn € Nso) (VA€ A) (Vo €l) m(Az) = A"yn(z);
) (¥n,m € Nso) (Vo € 1) (@) ym(z) = L2y, 4 (2) 5

(2
(3) (90 € Noo) (72,5 € 1) 2o +3) = 9n(2) + 5 5(0i(0) +90(0):
(4

) (Vn,m € Nso) (Vo € 1) v (ym(®)) = siadetom (@),
On pose yo(x) = 1 pour tout « € I. Les puissances divisées sont dites nilpotentes lorsqu’il existe
un entier N € N+ tel que pour tout k£ € N~g, tout z1,...,2; € I et tout nq,...,n, € Ny tels
que ng +---+ng > N,on a vy, (21) - Yn, (zx) = 0 (en particulier, on a IV = 0).
Soient (A, I,7v)et (A, I',~") comme ci-dessus. Un morphisme & puissances divisées f: (4, 1,7) —
(A, I',~') est un morphisme f: A — A’ tel que f(I) C I’ et v, 0 f =y, sur I pour tout n € Ns.

. . \ 7’ . n . .
Moralememt, les applications =, correspondent a I'opération x — Z;. En particulier, lorsque A
n:
est une Q-algebre, on a existence et unicité des structures de puissances divisées sur les idéaux (ce
n’est pas du tout le cas en général). Bien stir, ces définitions s’étendent & des faisceaux d’idéaux

sur des schémas.

Définition 1.7. Soit X un schéma. On note Xn_cris le site dont les objets sont les couples (U —
T,~) ou
e U est un ouvert de X ;
e U — T est une immersion localement nilpotente ;
e 7 est une structure de puissance divisées localement nilpotentes sur 1'idéal de I'immersion
U—T.
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Les morphismes de (U — T,+) vers (U’ < T’,~’) sont les diagrammes commutatifs

U——-s1T

)

U/( > TI

ot f: U — U’ est une inclusion et g: T — T un morphisme & puissances divisées. La topologie
sur Xn-cris est définie par la prétopologie pour laquelle les familles couvrantes de (U — T, ) sont
les familles {(Ui — T, %)}iel telles que T; est un ouvert de T pour tout s € [ et U = |J U;.
icl
Remarque 1.8. La donnée d’'un faisceau . sur le site Xn_cris équivaut a la donnée, pour tout
(U — T,7v) € XN-cris, d'un faisceau .Fyp 4y sur Tza,, de sorte que pour tout (f,g): (U —
T,7) — (U < T',7') € XN-eris, on a un morphisme g~ Zp oy — Fuwr, (qui est un
isomophisme lorsque T est un ouvert de T”), ces morphismes vérifiant la propriété de cocycle
évidente.
Par exemple, on dispose du faisceau structural Ox,_,,, défini par Ox . (v—1~) = Or.

Définition 1.9. Soit ¥ une catégorie fibrée sur la catégorie des schémas qui est un champ pour la
topologie de Zariski (c’est-a-dire telle que les objets et les morphismes se recollent). Un cristal M
a valeurs dans € sur X est la donnée, pour tout (U — T',7) € XN-cris, d'un objet My T € Cr
tel que pour tout (f,g): (U — T,7) = (U — T',v") € XN-cris, ON & un isomorphisme

Ug - M(U<—>T,’y) = g*M(U"HT’,'y’)
de sorte que g*(ug’) 0 Ug = Ugrog-
1.10. Le cristal de Dieudonné d’un groupe de Barsotti-Tate.

Définition 1.11. (¢f [24, IIT Definition 2.1]) Soit X un schéma et o/ une Ox-cogebre quasi-
cohérente et cocommutative. On appelle cospectre de o le foncteur contravariant sur Sch /X
défini par

Cospec(#): X' — {z e (X', dx/), n(z) =1, Alz) =z @z}

Cela définit un faisceau pour la topologie fpqc qui commute aux changements de base.

Par exemple, si A est Ox-algebre localement libre de rang fini, alors Cospec(AY) = Spec(A)
ott AY = Hom,, (A, Ox).

L’intérét du cospectre est qu’il commute aux limites inductives : on peut interpréter un groupe
de Barsotti-Tate, ou son extension universelle, comme un cospectre (alors qu’on ne peut pas le
voir comme un spectre).

Définition 1.12. Soient X un schéma et o/ une cogebre sur X, munie d’'une augmentation
e:0x — .

(1) Une section x de o est dite primitive lorsque A(z) = 2 ® 1+ 1®z. Sin: o — &
désigne l'application opposé, on a alors n(z) = 0 (car (Idey ®7) o A = Idy, de sorte que
an(1)+n(x)l = z et donc n(x)1 = 0 vuquen(l) = Loy, soit 0 = n(n(z)1) = n(x)n(1) = n(z)).

(2) On note Lie(/) le faisceau de Ox-modules dont les sections sur U sont les éléments primitifs
de T'(U, #y), ou les applications sont induites par celles module sous-jacent & 7.

(3) Si & est limite inductive de Ox-algebres finies localement libres, G = Cospec(«/), alors
on pose Lie(G) = Lie(&).

Remarque 1.13. (1) Lie(G) ne dépend que de la variété de Lie formelle G := lii>n1nfk G.
k
(2) En fait, on a une définition générale (et intuitive) du faisceau de Ox-modules Lie(.%) sur

Xippt pour tout faisceau % sur Xgppr par la formule

Lie(Z)(X') = Ker (f.f*F <= .7)
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ol f: Spec (Ox[e]/(e?)) — X. C’est cohérent avec les définitions qui précedent, car si G =
Cospec(4/), le module Lie(G)(X") est égal a

Ker ({z = w0 + 221 € D(X', oy [£]/(£%)), n(z) = 1, A(w) = v @ o}
=20 {r e T(X!, x), nz) =1, Alw) = ®x})

Mais comme 7(xo +ex1) = n(xo) +en(x1) et A(zg+ex1) = A(xo) +eA(x1), on a zg+ex1 €
Lie(G)(X') si et seulement si zg =1 € G(X'), n(z1) =0et Ax1) =21 @20+ 20 Q1. On a
donc Lie(G)(X') ~ {x1 € T(X', %o, n(z1) =0, A(z1) =21 ® 1+ 1®@ 21} et on retrouve
la définition précédente.
Proposition 1.14. (c¢f [24, Proposition IV.1.21]) Soient X un schéma sur lequel p est localement
nilpotent et G € BT(X). Alors la suite
0 — V(G) — Lie(B(G)) — Lie(G) — 0
est exacte.

Définition 1.15. Soit X un schéma sur lequel p est localement nilpotent et G € BT(X). Soit
(U — T,v) € XNecris- Alors, localement sur U, le groupe de Barsotti-Tate G se releve a T en
G € BT(T) (c¢f [16, Théoréme 4.4]). On pose

E(@)wer,) =E(G) et D(@)wer =Lie(E(Q)).
Cela ne dépend pas des relevements, ce qui fait que c’est bien défini (pas seulement localement),
et ce sont des cristaux sur X (¢f [24, 2.5.3]).

L’ingrédient clé pour le montrer est 1’énoncé suivant.

Théoréme 1.16. Soient A un anneau dans lequel p est nilpotent, I C A un idéal muni de
puissances divisées nilpotentes et G, H € BT(A). Soient Gy et Hy les restrictions de G et H a
Spec(A/I), et ug € Homppa/1y(Go, Ho). On a le diagramme :

0 —= V(Go) —E(Go) —=Go ——0
\LV(ug) \LE(uo) \Luo
00— V(Ho) —_— E(Ho) —Hy——=0
Alors il existe un unique homomorphisme de groupes v: E(G) — E(H) (qui n’est pas forcément
un morphisme d’extensions), tel que
(1) v reléve E(ug) ;
(2) Etant donné w: V(G) — V(H) relevant V(ug), tel que d :=iow — v V(G) — E(H)
est nul modulo T (ot i: V(H) — E(H)), alors d est une exponentielle (cf ci-dessous).

Remarque 1.17. Un petit calcul montre que v est indépendant de w.

Soient A un anneau et I C A un idéal muni de puissances divisées nilpotentes. Posons X =
Spec(A) et Xo = Spec(A/I). Soient .# un Ox-module quasi-cohérent et <7 une bialgebre plate
sur X. Posons E = Cospec(«) et 4 : X' — Ker (I'(X', #x),T'( Xiear#x: ) (il s’agit de la
variété de Lie formelle associée au groupe associé & .#). Alors on dispose d’'un homomorphisme
injectif (cf [24, III 2.3.3])

exp

Hom,, (., Lie(E) N 1.+/) — Ker (Homy_, (.4, E) — Homy, _,.(.#0, Eo))

défini de la fagon suivante : si § € Hom (.#, Lie(G) N 1.</) et x une section de ./, alors

exp(6 Z (6

Comme 6(z) € Lie(F)NI1<, chaque terme de la somme est bien défini, et il n’y en a qu’'un nombre
fini.
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Si on suppose . =V fini localement libre et G tel que pour tout k © € N, le k-iéme voisinage
infinitésimal Inf* G est localement libre de rang fini, on peut remplacer .#Z par V dans le morphisme
qui précede (cf [24, IIT (2.4)]) : on a un homomorphisme injectif

exp

Hom,, (V.1 Lie(E)) — Ker (Homy_,,(V, E) — Homy,_,.(Vo, Eo))
(remarquons que Lie(F) NI« = I Lie(F) par platitude de «/). Dans la suite, on appliquera ceci
avec V. =V(G) et E=E(H) pour G,H € BT(X).

Remarque 1.18. La théorie de Dieudonné qui vient d’étre présentée coincide avec la théorie
classique lorsque X = Spec(k) ot k est un corps parfait de caractéristique p (il est facile de voir
que la donné d’un cristal sur Spec(k) équivaut a celle d’'un W(k)-module, parce que W (k) est un
épaississement & puissances divisées universel de k). Cela nécessite une vérification, faite dans [23,
1T §15].

1.19. Déformation des groupes de Barsotti-Tate.

Soit X un schéma sur lequel p est localement nilpotent et .# C Ox un idéal quasi-cohérent,
muni de puissances divisées localement nilpotentes. Soit Xy — X l'immersion fermée qu’il définit.
C’est un objet de (Xo)N-cris

Soit G € BT (Xp). On dispose de D(Go) x,—x et de E(Gp)x,—x-

Définition 1.20. (1) Une filtration Fil' (D(Go)xo—x) € D(Go)x,—x est dite admissible si
Fil' est un sous-groupe vectoriel localement facteur direct qui releve
V(Go) C Lie(E(Go))

sur Xp.
(2) On note DefBT(X/X) la catégorie dont les objets sont les couples (Go, Fil* (D(Go)xo—x))

olt Go € BT(Xo) et Fil' (D(Go)x,—x) € D(Go)x,—x est une filtration admissible. Un
morphisme (Go, Fil' (D(Go)xy—x)) — (Ho, Fil' (D(Hp)x,—x)) dans DefBT(X/X) est
un couple (ug,§) ot ug € Hompr(x,)(Go, Ho) et

¢ € Homo, (Fil' (D(Go)x,—x), Fil' (D(Ho)x,—x))

donnant lieu au diagramme

Fil' (D(Go) x,—x ) D(Go) xo—x

£l lD(uo)XO;»X

Fil' (D(Hp) xyx ) D(Ho)x,—x
qui releve
V(Go)—— Lie(E(Go))
v(uo)l lLie(E(uo))
V(Ho)“—— Lie(E(Ho))

Théoréme 1.21. [Grothendieck-Messing, [24, Theorem 1.6]] Le foncteur
BT(X) — DefBT(X/X,)
G — (G ®x Xo, V(G) < Lie(E(G)))

est une équivalence de catégories.
Démonstration. Si G, H € BT(X), et u € Hompy(x)(G, H), on notera Go, Hy et ug leurs restric-
tions a Xj.

|Le foncteur est fidele | Il s’agit de montrer que si G, H € BT(X) et u € Hompr(x)(G, H) sont
tels que ug: Gop — Hy et Lie(E(u)): Lie(E(G)) — Lie(E(H)) sont nuls, alors u est nul. Montrons
que E(u) = 0. La question est locale sur X : on peut supposer X = Spec(A) affine. Commengons
par remarquer que v; = E(u) et va = 0 relevent tous les deux E(ug) = 0: E(Go) — E(Hyp) (car
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ug = 0). Par ailleurs, on a V(u) = 0 (car Lie(E(u)) = 0), de sorte que tant v; que vy font commuter
le diagramme

V(G) —=E(G)
) Y
V(H) —— B(H)

En particulier, siw = V(u) = 0: V(G) — V(H), alors d = iow—vj|v(g) = 0 est une exponentielle
pour j € {1,2}. Par unicité dans le théoréme 1.16, on a v; = vq, i.e. E(u) =0, et donc u = 0.

‘Le foncteur est plein‘ Il s’agit de montrer que si G, H € BT(X), up € Hompr(x,)(Go, Ho) et
&: V(G) — V(H) sont tels que & = V(ug) et

V(G) —— Lie(E(G)) ==D(Go)x,—x
5l lD(uo)Xogx
V(H) —— Lie(E(H)) == D(Go) x,—x

alors il existe u € Hompy(x)(G, H) relevant ug et tel que V(u) = §. Grace a la fidélité prouvée
plus haut, on a unicité pour u, de sorte que la question est locale : on peut supposer X = Spec(A)
affine. D’apres le théoréme 1.16, il existe un unique homomorphisme de groupes v: E(G) — E(H)
qui releve E(uo) et tel que d := v)y(g)—i0&: V(G) — E(H) est une exponentielle (ot i: V(H) —
E(H)). Rappelons que v est indépendant de £. Comme Lie(v) = D(ug)x,—x (par définition de
D), on a Lie(d) = 0. Cela implique que d = 0 i.e. vjy(g) = 40§ : en passant au quotient, on en
déduit v € Hompr(x)(G, H)

0—— V(G) E(G) G 0
gl/ \Lv \Lu
0—— V(H) E(H) H 0

On a alors nécessairement v = E(u) (toujours par unicité dans le théoréme 1.16), done V(u) = &.

‘Le foncteur est essentiellement surjectif‘ Soit (Go, Fil' (D(Go)x,—x)) € DefBT(X/Xg) : on

doit construire G € BT(X) qui releve Gy tel que Fil' (D(Go)x,—x) ~ V(G) C Lie(E(G)). Si G
existe, c’est nécessairement

(*) G = E(Go)xy—x/V

(o Fil* (D(Go)x,—x))- 1l s’agit essentiellement de prouver que le groupe défini par (x) est de
Barsotti-Tate (c’est fait dans [24, p.155-157]). Par universalité, on a le diagramme

0 V(G) E(G) G 0
| I H
0 1% E(Go)xpox —= G —>0

Comme les deux lignes se restreignent en ’extension universelle de Gy sur Xy, le morphisme
V(G) — V est un isomorphisme modulo .# donc un isomorphisme (par Nakayama vu que .# est
nilpotent). L’application entre extensions est donc un isomorphisme. On en déduit que

(Go, Fil' (D(Go)x,—x)) ~ (Go, V(G) C Lie(E(Q@))).
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2. LE THEOREME DE SERRE-TATE

Soient N € N5, R un anneau tué par N et I C R un idéal nilpotent. Posons Ry = R/I. On
note < (R) la catégorie des schémas abéliens sur R et Def (R, Ry) la catégorie dont les objets sont
les triplets (Ao, G,€) ot Ag € (Ry), G € BT(R) et e: G ®r Ry — Ap(c0) est un isomorphisme
dans BT (Ryp).

Théoréme 2.1. (Serre-Tate, [17, Theorem 1.2.1]) Si N = p™, le foncteur
o/ (R) — Def(R, Ry)
A (A®g Ry, A(¢),e naturel)
est une équivalence de catégories.

On suit fidelement la preuve de Drinfeld, telle qu’elle est presentée dans [17]. Supposons IV =0
dans R. Si ¢ est un foncteur sur la catégorie des R-algebres, on note ¢r et ¢4 les sous-foncteurs
définis par ¥;(R’) = Ker (¥(R') — 9(R'/IR')) et 9(R') = Ker (9(R') — ¢ (R'™1)) respective-
ment.

Lemme 2.2. Si ¥ est un faisceau abélien pour la topologie fopf sur R tel que & est localement
représentable par un groupe de Lie formel, alors ¥; est tué par N”.

Démonstration. Comme I est nilpotent, on a ¢; C fé\, de sorte que ¥ = %/} : quitte a remplacer
& par G et & localiser, on peut supposer que ¥ est un groupe de Lie formel sur R. Si X1,..., X,
sont les coordonnées de ¢, on a ([N](X)); = NX; + termes de degré > 2 en Xy,...,X,. Mais
comme un point de ¥(R’) est & coordonnées dans IR’ et comme R’ est tué par N (car c’est le
cas pour R), on a [N]¥9; C %2. On a donc [N]¥m C Grzm C Gpmtr pour tout m € Nsg, et donc

[N]*%; = 0. O

Lemme 2.3. Soient &, des faisceauzr abéliens pour la topologie fopf sur R vérifiant les condi-
tions sutvantes :

(i) ¢ est N-divisble;

(i) H est localement représentable par un groupe de Lie formel;

(iii) H est formellement lisse.
Notons 4y et 7 les images inverses de G et F sur Ry. Alors :

(1) les groupe Homp_g (¥, ) et Hompg,— g (%0, 76) n'ont pas de N -torsion ;

(2) Vapplication de réduction modulo I

Hom(¥, .7#) — Hom(%, 74)

et injective ;

(8) pour tout homomorphisme fo: G — 5, il existe un unique homomorphisme " N" 7 : 4 —
F qui releve N fo ;

(4) pour que fo: %y — I se releve en f: G — I, il faut et suffit que ’homomorphisme
"N 7 annihile le sous-groupe %[N”] = Ker (N”: Y — ff)

Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’en vertu des hypotheses, le faisceau 77 est tué par
NV (¢f lemme 2.2).
(1) Résulte de ce que ¥ (et donc aussi %) est N-divisible.
(2) On a Ker(Hom(%,j‘f) — Hom(%,%)) = Hom(¥, #7), qui est nul parce que G est
N-divisible alors que 777 est tué par NV.
(3) Notons déja que d’apres le point (2), si N” f existe, il est unique. Pour toute R-algebre A,
il est donné par le composé

2NV 7 (A)

G(A) oo - A (A)
mod Il TNUG’
g(A)14) LAY pa)14)
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ono: H(A/IA) — H#(A) est n’'importe quelle section du morphisme 7 (A) — S (A/IA)
(qui est surjectif en vertu de la formelle lissité de JZ et de la nilpotence de I). L’application
NVo est alors bien définie, parce que deux sections ont une différence & valeurs dans J#7(A),
qui est tué par N".
(4) Supposons que f € Hom(¥,.7) releve fy. Alors par unicité dans (3), on a nécessairement
N”f=7N"f", et ce dernier tue ¢ [N"] (par unicité dans (3)).
Réciproquement, supposons que " N” f” dernier tue 4[N”]. Comme ¥ est N-divisible, on
a la suite exacte )
O%%[N”} 9.9 0
de sorte que " N” f” se factorise par NV, i.e. "INV f” = N" f pour un certain homomorphisme
f:9 — o2. 11 s’agit de voir que f releve fo. Mais modulo I, on a N¥ f = N¥ fy et Hom(%, 7%
n’a pas de N-torsion d’apres (1).
O

Démonstration du théoréme 2.1. Soient A, B € &/ (R), g: A(c0) — B(co) un mor-
phisme dans BT(R) et fo: Ag — By un morphisme dans 27 (Ry) tel que fo(oo) coincide avec go.
Il s’agit de montrer qu'’il existe un unique morphisme f: A — B dans &/ (R) qui induit g et fo.

Commengons par remarquer que les schémas abéliens et les groupes p-divisibles vérifient les
conditions du lemme 2.3. L’unicité de f € Hom(A, B), s’il existe, résulte donc de 'injectivité
de Hom(A, B) — Hom(Ay, By) (¢f lemme 2.3 (2)). Pour son existence, on doit vérifier que le
morphisme ”N” f” (dont I'existence et 1'unicité sont données par le lemme 2.3 (3)) tue A[N"].
Mais comme ” N” f” releve N fq, le morphisme ” N” f” (c0) releve N fo(oo). Un autre relevement
est donné par N”g : par injectivité de Hom(A(oo), B(c0)) — Hom(Ap(00), Bo(0)) (¢f lemme 2.3
(2)), on a nécessairement "N f”(co) = Ng. Il en résulte bien que "N” f” tue A[N"], de sorte
que "NYf? = N¥f avec f € Hom(A, B) un relevement de fy. Le morphisme f(co) est alors un
relevement de fo(c0), tout comme ¢ : par injectivité encore, on a f(c0) = g.

‘ Essentielle surjectivité ‘ Soit (Ap, G, ¢) € Def(R, Ry). Comme R est un epaississement nilpotent
de Ry, le schéma abélien Ag se releve en B € o/ (R) (¢f [12, Exposé III] et [14, Exposé III]). On
dispose alors d’un isomorphisme ag: By — Ay, qui induit un isomorphisme

ao(oo): BQ(OO) :)AQ(OO) L G QR RO

dans BT(Ry). On dispose donc (¢f lemme 2.3 (3)) d’un unique morphisme ” N”a(c0)” : B(c0) —
G dans BT(R) qui releve N¥ap(o0). Le morphisme ” N”«a(00)” est une isogénie. En effet, on
dispose d’un unique ” N”a(00)!” relevant N”ag(co)™!, de sorte que (par unicité), les composés
"NYa(o0)” 0" N¥a(00) 1" " N¥a(o0) ™17 0 ” N¥a(00)” sont la multiplication par N2V,
5N a(00)”
B T —=a
wNua(oo)—lw

On a donc une suite exacte

(1) 0 — K — B(c0) G—0

ou K C B[NQ”]. Montrons que K est un sous-groupe fini et plat de B[NQ”] = B[pQ"”] Re-
marquons déja que d’apres le critére de platitude fibre par fibre (rappelé plus bas; on peut 'ap-
pliquer parce que B(c0) est ind-plat sur R), le morphisme ” N¥«a(00)”: B(oco) — G est plat car
sa réduction modulo I lest (étant la multiplication par N¥ composée avec un isomorphisme).
Comme K — Spec(R) se déduit de " N¥a(00)” par changement de base, il est plat. On peut donc
former le schéma abélien quotient A := B/K € &/ (R) (c¢f [13, Théoréme 6.1]). Comme K releve
Ker (N”ao(oo)) = By [N”}, A releve By/By [N”] ~ By Ay, et la suite exacte (1) induit un
isomorphisme A(o0) ~ B(c0)/K = G. O
Rappel 2.4. Le critere de platitude par fibres (¢f [15, Corollaire 11.3.11]). Soient S un schéma,

g: X — Set h:Y — S deux morphismes de schémas et f: X — Y un morphisme de S-schémas.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

» NVO((OO)”
—_—



10 O. BRINON

(1) g est plat et pour tout s € S, le morphisme fy: X; — Y5 est plat;
(2) h est plat en tous les points de f(X) et f est plat.

Cas d’une variété abélienne ordinaire sur un corps algébriquement clos.

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p et A une variété abélienne ordinaire
sur k, de dimension g. cela signifie le groupe p-divisible A(co) est canoniquement isomorphe au
produit A x Tp(A) ®z, (Q, /Zy) ot A= Homgz, (T, (A"), G,») est un groupe formel toroidal (ol
A! désigne la variété abélienne duale de A). Dans ce contexte, si R est un anneau local artinien
de corps résiduel k, le théoreme 2.1 se traduit de la fagon suivante.

Théoréme 2.5. A toute déformation A de A a R, on peut associer une forme bilinéaire
q(A/R) € Homg, (T, A(k) ®z, T, A'(k), Gmn(R))

(on a ém(R) = 14mp), et cela établit une bijection entre l’'ensemble des classes d’isomorphismes
de déformations de A o R et Homz, (T, A(k) ®z, T, A'(k), Gm(R))

En particulier, si n A/k désigne I'espace de module formel de A/k, alors on a un isomorphisme

My = Homg, (T, A(k) @z, T, A'(k), G).

3. CRISTAUX ET GROUPES DE BARSOTTI-TATE

Soit K un corps de valuation discréte complet, de caractéristique mixte (0, p), & corps résiduel
parfait k. Soient t une uniformisante de K, K une cloture algébrique de K et Gx = Gal(K/K). On
note v la valuation de K, normalisée par v(p) = 1. On note C' le complété de K pour la topologie
p-adique. C’est un corps algébriquement clos. La valuation v et I'action de G s’étendent a C par
continuité. Pour tout sous-corps F' de C, on note O I’anneau des entiers de F et Gr = Gal(K/F)
siKCFCK.

Posons W = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k et notons o ’endo-
morphisme de Frobenius sur W. On pose Ko = W[p~!] : on a alors Ox = W[w] et le po-
lynéme minimal de w sur Ky est un polynéme d’Eisenstein E(u) € Wlu] de degré e. On se

donne @w = (w(”)) € (9% une suite cohérente de racines p"-itmes de w : on a w® = w et

neN

(w("+1))p = @ pour tout n € N. On pose Ko, = U K[w(")]. C’est une extension totalement
neN
ramifiée de K.

3.1. Un épaississement a puissances divisées de Og.

Soit Dyy ) (E(u)) Penveloppe a puissances divisées de Wu] relativement a I'idéal (E(u)), com-
patibles aux puissances divisées sur 1'idéal (p).

On note S le séparé complété de Dy, (E(u)) pour la topologie p-adique, et on note Fil'(S)
Padhérence dans S de l'idéal & puissances divisées engendré par E(u). C’est encore un idéal &
puissances divisées et on a un isomorphisme

S/Fil'(S) ~ Wu]/(E(u))

¢

Ok

induit par u — w.

Remarque 3.2. (1) L’anneau S est local complet, d’idéal maximal m = uS + Fil'(S). En
effet, on a déja S/m ~ Ok /wOx = k. Par ailleurs, on a m(¢+ 1P C pS (car u? = pl!(u®)lP! €
pS et 2P = plzlPl € pS pour tout z € Fil'(S)) et S est complet pour la topologie p-adique.

(2) L’anneau S ne dépend que de W et de lentier e : comme E(u) = u® mod pW[u], on a
D1y (E(u)) = Dy (u€), d’ott 'égalité en passant aux complétés p-adiques. Par contre,
I'idéal Fil'(S) dépend bien sir de F(u).

3.3. On munit S d’un opérateur de Frobenius prolongeant o sur W en posant o(u) = uP.
Comme o(E(u)) = E(u)? mod pW[u] d’ott ¢(E(u)) € pDy(,(E(u)), on a encore o(E(u)") €
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pDw i) (E(u)) pour tout n € Nxg, et donc o(Fil'(S)) C pS en passant aux complétés p-adiques.
On pose

o1: Fil'(S) — S

w— o(x)/p

Définition 3.4. On note MFSBT(@) la catégorie dont les objets sont les S-modules libres de rang
fini M munis d’un sous-S-module Fil' (M) et d'une application o-linéaire ¢;: Fil'(M) — M tels
que

(a) Fil*(S).M C Fil'(M) et M/ Fil'(M) est un Og-module libre

(b) Papplication linéarisée o* Fil* (M) 2991 M est surjective
(les morphismes étant les applications S-linéaires respectant toutes les structures).

Remarque 3.5. (1) SiM € MFE’T(cp), on peut le munir de 'opérateur de Frobenius ¢ défini
par

p(m) = o1(E(w)) ™ p1(E(u)m)
pour tout m € M. Cette formule a bien un sens, car o1(E(u)) € S*. En effet, écrivons

B(u) = phe +--- +phju "t +u
avec A, ..., e_1 € Wet A\, € W*, On a alors
o1(E() = 0(Ae) + (A 1)uP + -+ o(A)ul VP 4 (p — D)(u®)P € WX 4 m C %
(cf. remarque 3.2). En outre, pour m € Fil' (M), on a

p(m) = o1(BE(u)) " p1(E(u)m) = 01(E(u) ™ o(E(u))p1(m) = ppr(m).

(2) En général, le linéarisé o* Fil' (M) 2990, M nest pas injectif, comme le montre déja le cas

(S,Fil*(S),01) :ona z=1® E(w)” - 01 (E(u)) ® E(uw)P~1— 0 € S, mais z # 0.
3.6. Lemmes techniques.

3.7. Soit f: A — Ap une surjection de Z,-algebres locales séparées et completes pour la topologie
p-adique, de corps résiduel k. On suppose A sans p-torsion, munie d’un endomorphisme o relevant
le Frobenius de A/pA et que Fil*(A) := Ker(f) est muni de puissances divisées.
Si a € Fil'(4), on a o(a) = a? mod pA, mais comme a? = ply,(a) pour a € Fil'(A), on a
o(a) € pA pour tout a € Fil'(A) : on pose o1 = o/p: Fil'(A) — A. On suppose en outre que
application o* Fil'(A) 1991, A est surjective (ce qui signifie que o (Fil'(4))A = A).
Lemme 3.8. (¢f [21, Lemma A.2]) Pour G € BT(Ay), on note Fil'(D(G)(A4)) € D(G)(A) la
préimage de (Lie(G))Y C D(G)(Ap). Alors :

(1) la restriction de ¢: D(G)(A) — D(G)(A) a Fil'(D(G)(A)) est divisible par p (on pose

alors o1 = ¢/p: Fil'(D(G)(A)) — D(G)(A4));
(2) Vapplication o* Fil'(D(G)(A)) —% B2 D(G)(A) est surjective.
(G)(A

Démonstration. Posons M =D ) ), et soit G € BT(A) un relevement de G & A.

(1) On a Fil*(M) = (Lie (G)) + Fil'(A)M : comme o(Fil*(4)) C pA il suffit de voir que
gp((Lie (CNJ))V) C pM, ce qui résulte du fait que ¢ induit I'application nulle sur (Lie (é RA
(A/pA)))".

(2) 1l s’agit que montrer que 1 (Fil'(M)) engendre M. Comme oy (Fil*(A ))A on a
©(M) = oy (Fil' (A)) Ap(M) C ¢ (Fil' (M))A : il suffit de montrer que o1 (Fil* (M )) ( )
i.e. (p/p)(Fil'(M) + pM) engendre M.

Cas ot A =W = W (k). Dans ce cas, M est le module de Dieudonné de G sur W (¢f [23,
IT §15]) : on dispose du Frobenius F' = ¢ et du Verschiebung V. On a alors Fil'(M) =
V(F/p)(Fil'(M)) € V(M) d’ott (Lie (é Qw k))v cC V(D (é ®w k)(k)). Mais ces deux
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espaces s’identifient & D (é @w k)(k)/F(D (é ®w k)(k)) : ils ont méme dimension et sont
donc égaux. Il en résulte que Fil' (M) + pM = V(M) : comme (F/p)V = Idy, on a fini.
Cas général. La projection A — k se reléve en un homomorphisme A — W(k) compatible
aux Frobenius. En effet, il existe un unique homomorphisme s,: A — W(A) qui est compa-
tible aux Frobenius et telle que ®g o s, = Id4. Il suffit de composer s, avec le morphisme
W(A) — W(k) obtenu par fonctorialité.
Si H=G&sW, alors D(H)(W) = M ®4 W (le foncteur de Dieudonné commute aux chan-
gements de base) et donc (p/p)(Fil' (M) +pM)®4 W engendre M ® 4 W d’apres le cas traité

précédemment. Comme M est fini sur A, on peut appliquer le lemme de Nakayama.
O

Remarque 3.9. (D’apres [4, §1, Exercice 14]) Notons Fy4 le morphisme de Frobenius de W(A)
et @, le n-ieme polynoéme de Witt. Il existe un unique homomorphisme s,: A — W(A) tel que
Pyos, =Idy et Fpo08, =S, 00.

On dispose de I'application composantes fantomes ®4: W(A) — AN, ot ®4 = (®,,)nen sont
les polynomes de Witt. C’est un morphisme d’anneaux. D’apres [4, §1, Proposition 2.2], il est
injectif (car A n’a pas de p-torsion) d’image le sous-anneau

A" = {(an)nen € AN/(Vn € N)o(an) = any1 mod p" LA}

(car A est muni d’un endomorphisme o tel que o(a) = a? mod pA). Notons encore ® 4 1'isomor-
phisme induit W(A) = A’. Si s,: A — W(A), posons s, = ®405,: A — AN,

W(4)
/ \LéA

s AN

On a ®jo0s, = s, opry (ou pry: AN — A est la projection sur la composante d’indice 0). En
outre, on a Fy 08, = s, 00 & P,0F408, = P, 08, 00 (car Py est injective). Comme
D,0F4=fa0oDy (o0t falag,a1,...) = (a1,a2,...)),ona Fyo08, =8,00 < faos, =s oo.
Mais il existe un unique homomorphisme s/, tel que s/ opry =1Id4 et faos) = s, oo : il est défini
par s/ (a) = (a,0(a),0%(a),...). Cela implique P'existence et 1'unicité de s,-.

3.10. Dans ce qui suit, un anneau spécial désigne une Z,-algebre locale A séparée et complete
pour la topologie p-adique, sans p-torsion, de corps résiduel k£ et munie d’un endomorphisme o
qui reléve le Frobenius sur A/pA. On définit alors la catégorie €4 de la fagon suivante. Les objets
sont les triplets (M, Fil' (M), ) ot

(1) M est un A-module libre de rang fini;

(2) Fil' (M) est un sous-A-module de M ;

(3) ¢: M — M est une application o-linéaire telle que o(Fil'(M)) C pM et telle que 'appli-

cation o* Fil' (M) 18@ID), 0r et surjective.

Les morphismes (M, Fil'(M), ) — (M’,Fil'(M’),¢’) sont les applications A-linéaires f: M —
M’ telles que f(Fil'(M)) C Fil'(M') et fop = ¢’ o f. Comme d’habitude, on désignera par abus
les objets de C4 par le A-module sous-jacent.

Etant donné un morphisme d’anneaux spéciaux A — B (c’est-a-dire Z,-linéaire et compatible
aux Frobenius), on a un foncteur ¥4 — %p obtenu en associant & M € €4 le module M ®4 B
muni du sous-B-module Fil' (M ® 4 B) image de Fil'(M) ®4 B et de o @ 0p.

Lemme 3.11. Soint A un anneau spécial et M € €. Alors lapplication A-linéaire 1Qe: c*M —
M est injective.

Démonstration. L’application 1 ® (¢/p): o*M; — M est surjective par hypothese : il en est de
méme de 1 ® p: 0*My[p~t] — Mp~!] et donc a fortiori de 1 ® ¢: o*M[p~!] — M[p~!]. Mais
o*M[p~'] et M[p~!] sont des A[p~—!]-modules libres de méme rang. L’application 1®p: o*M[p~!] —
M|[p~'] est décrite dans des bases par une matrice inversible : elle est injective. Mais comme A est
sans p-torsion et M libre sur A, on a o*M C o*M|[p~!], ce qui permet de conclure. O
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Soit A — B un morphisme surjectif d’anneaux spéciaux. Notons J son noyau et supposons
que pour tout n € Nsg, on a 0™(J) C p"*InJ olt (jn)neN. o est une suite d’entiers telle que
lim j, = oo.

n—oo
Remarque 3.12. C’est en particulier le cas lorsque J est topologiquement engendré par une
famille d’éléments x1, .. ., x, et leurs puissances divisées et que o(z;) = =¥ pour tout ¢ € {1,...,r}

. n—1_
(on peut alors prendre j, = vp(p"!) —n =2 !

o

Lemme 3.13. Soient M, M' € €5 et 0g: M @4 B — M’ ®4 B un isomorphisme dans €. Alors
il existe un unique isomorphisme 64: M — M' qui reléve Op et tel que a0 p = 004.

Démonstration. Soit 8g: M — M’ une application A-linéaire quelconque qui reléve 6. On construit
04 & partir de 6y par approximations successives. Comme o(J) C pA, on peut supposer (quitte
a remplacer Fil'(M) par Fil'(M) + JM et Fil'(M') par Fil'(M’) + JM’, ce qui n’affecte pas
’énoncéd) que JM C Fil'(M) et JM' C Fil'(M’). On a alors 6y(Fil'(M)) C Fil'(M’) (car
6o (Fil* (M)) C Fil'*(M’) + JM’ vu que modulo .J on a 85(Fil'(M) ® 4 B) C Fil'(M') @4 B).

Montrons qu’étant donnée une application A-linéaire 6: M — M " qui releve fg et telle que
O(Fil' (M)) C Fil*(M’), alors il existe une application A-linéaire §: M — M’ faisant commuter le
diagramme suivant :

a* (0\ Fill(M))

o* Fil' (M) o* Fil' (M)
1®(s0/p)i i1®(s@’/p)
M@ ................ > M’

Comme 1 ® (¢/p): o* Fil' (M) — M est surjective, il s’agit de montrer que
Ker(1® (p/p): o* Fil' (M) — M) C Ker (1@ (¢'/p)) o ™ (B pi (ar)))-

Soit 2 € o* Fil' (M) avec (1® (¢/p))(z) = 0. Notons i: Fil'(M) < M (resp. i’: Fil'(M') — M’)
I'inclusion. On a (1 ® @) o (6*i)(z) = (1 ® (¢/p))(px) = 0 : d’apres le lemme 3.11, on a donc
(0*i)(x) = 0 dans o*M. On a donc (1® ¢’) o (670) o (0%i)(x) = (1 ® ¢’) o (6™O)ar,)(2) = O i.e.
px € Ker (1@ (¢'/p)) o 0*(Oojar, ). Comme M’ est sans p-torsion, on a fini.

o* Fil' (M)

(M)
1®p o* M ﬂ O.*M/ 1R¢’
M M’

L’application 6 releve elle aussi 6 (cela résulte de la surjectivité de 1@ (¢/p): Mi®aB — M@ 4B
en réduisant 1'égalité 6o (1® (¢/p)) = (1® (¢ /p)) o (0*0p1,) modulo J). Comme JM C Fil' (M)
et JM' C Fil'(M’), on a en outre 8(Fil' (M)) C Fil*(M").

Gréce a ce qui précede, on fabrique de proche en proche une suite (6, )n,en de relevements de

‘7*9\ Fill (M)

o* Fil'

fp a partir de 0y en posant 0,1 = 6, pour tout n € N. Par construction, cette suite vérifie
Onr1 0 (9/p) = (¢'/p) 0 O et donc (041 — 0n) © (¢/p)" = (¢'/p)™ © (61 — 6) sur Fil' (M) pour
tout n € N. Comme (¢/p)(Fil'(M)) engendre M et Tm(6; — 6p) € JM’ (vu que 6y et 6; relevent
0g), on a (0,41 — 0,)(M) C (a/p)"(J)M' C p’» M’. La suite (6,,)nen est donc convergente, vers
une application 84: M — M’ qui releve 5 et telle que 64 o (¢/p) = (¢'/p) 0 84 sur Fil'(M). On
a alors

aopo(p/p)="0a0(p/p)op=I(¢/p)obacp =y obsc(p/p)
sur Fil' (M) et donc 84 0 o = ¢’ 004 sur M vu que (¢/p)(Fil*(M)) engendre M.
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Si ¢y : M — M’ est un autre relevement de 85 tel que 840 = ¢'08'y, ona (04 —6'4)o(p/p)" =
(¢'/p)" o (04 —0) sur Fil' (M) et donc (84 —0"y)(M) C (o/p)*(J)M' C p’» M’ pour tout n € N :

onaf,=>04. O

3.14. Construction d’un foncteur de Dieudonné.

Comme S/ Fil' (8) = O et comme p™S + Fil'(S) est un idéal & puissances divisées de S, pour
tout n € N+, on dispose de Iépaississement & puissances divisées S — Ok /p"Ok.

Soit G € BT(Ok). Il correspond (¢f [9, Lemma 2.4.4]) & un groupe de Barsotti-Tate sur
Spf(Ok), i.e. & un systéeme (Gp)n>0, ot G, est un groupe de Barsotti-Tate sur Ok /w" Ok et
G110k jon0x ~ Gy pour tout n € N5g. On peut alors évaluer le cristal de Dieudonné D(G,,)
en I'épaississement S — Ok /w" Ok, et on pose

M(G) = D(G)(S — Ok) := lim D(G,)(S — Ok /@w" Ok).
n>0

Proposition 3.15. Cela définit un foncteur contravariant
M: BT(Ox) — MFST ().

Démonstration. Cela définit déja un foncteur contravariant de la catégorie BT(Ok) dans la
catégorie des S-modules M libres de rang fini (S est local) munis d’un opérateur de Frobenius
o-linéaire p: M — M.

Il s’agit de voir que le foncteur M est & valeurs dans MF?T(QD). Le seul point délicat est le
fait qu’il est muni d’un sous-S-module Fil' M(G) tel que Fil'(S). M(G) C Fil' M(G) et tel que
'opérateur ¢ est divisible par p sur Fil' M(G) induisant ¢; := ¢/p: Fil' M(G) — M(G) dont le
linéarisé est surjectif. Mais cela résulte du lemme 3.8 appliqué & S — Ok /w" Ok pour n € Nyg
en passant a la limite. ([

Exemples : on a M(Q, / Z,) = (S, Fil'(S), 1) et par dualité M(Gm(o0)) = (5,5, 0).

Remarque 3.16. Comme le foncteur de Dieudonné commute aux changements de base (cf. [2]),
pour tout n € Ns¢, on a

D(G ®ox k)(W) = D(Gn)(S — OK/W"OK) ®Rs W
et donc
D(G @0, k)(W) = M(G) ©5 W = M(G) /L, M(G)
en passant a la limite, ou I,, est 'adhérence, pour la topologie p-adique, de I'idéal engendré par u

et les puissances divisées de u®.

Théoréme 3.17. (Kisin [21, Proposition A.6]) Si p > 2, le foncteur M est une anti-équivalence.
Sip =2, le foncteur M induit une équivalence entre les catégories d isogénie pres.

Démonstration. On construit un foncteur G, quasi-inverse si p # 2, quasi-inverse a isogénie pres
si p = 2. Soit (M, Fil' (M), p) € MFET (p).

‘ Construction de G modulo p ‘

Pour i € {1,...,e}, posons R; = Wlu]/(u"). On munit 'anneau R; de I'endomorphisme de
Frobenius défini par o(u) = uP. Posons

fii Ri — OK/inK
ur—w

c’est un homomorphisme surjectif de W-algebres et Ker(f;) = pR;, de sorte que f; est un
épaississement & puissances divisées de Ok /w'Ok. Par ailleurs, on a un morphisme (compatible
aux Frobenius)

Ur—u

W) =0 sij>0
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On pose M; = R;®g M, que 'on munit de la filtration image R; ®gFil* (M) et de 'endomorphisme
de Frobenius induit par o ® ¢. L’application S-linéaire surjective 1 ® ¢1: o* Fill(M ) — M induit
un application R;-linéaire surjective 1 ® 1: o* Fill(Mi) — M. Cela fait de M; un objet de la
catégorie Gr, .

Supposons ¢ = 1. on a Ry = W : notons F' l'application ¢: My — M;. Munissons M; d’une
structure de cristal de Dieudonné sur Spec(k) : il s’agit de construire le morphisme de Verschiebung.
Commengons par remarquer que M étant libre de rang fini sur .5, il est de méme de M7 sur W. Par
ailleurs, Fil'(M;) étant un sous-W-module de My, il est lui aussi libre de rang < rgy (My). Mais
comme I’homomorphisme 1 ® ¢y : o* Fil' (M;) — M est surjectif, on a en fait rgy, (Fil'(M;)) =
rgy (M) et comme 1 ® ¢, : o* Fil'(M;) — M est un isomorphisme. L’homomorphisme linéarisé
du morphisme de Verschiebung V' est alors défini comme le composé

-1
My 22 R (M) C o M.

Comme le foncteur de Dieudonné est une équivalence entre BT(k) et la catégorie des modules de
Dieudonné sur Spec(k), on dispose de G; € BT (k) fonctoriellement associé & M. En particulier,

on a un isomorphisme de ¢p-modules D(G1)(W) = Mj, et via cet isomorphisme, V D(G1) s’identifie
a Fil*(M;) (¢f preuve du lemme 3.8).

Supposons i > 1. Supposons en outre qu’on dispose de G;_1 € BT (O /@' 'Ok) et d'un
isomorphisme de R;_;-modules filtrés avec Frobenius 6;_1: D(G;_1)(Ri_1) = M;_;.
Le noyau Ker (Rl- — Ok/ wi_lOK) = (p,u*~!) est muni de puissances divisées : on peut évaluer

le cristal D(G;—1) en R;. Notons Fil' (D(G;_1)(R;)) la préimage de
(Lie(Gi-1))” € D(Gi—1)(Ok /w1 Ok)

dans le R;-module D(G;_1)(R;). D’apres le lemme 3.8 (avec A — Ag = R; — Ok /@' 1O0k), cela
fait de D(G;_1)(R;) un objet de €r,. Par hypothese, on dispose de isomorphisme

~

0i—1: D(Gi—1)(Ri—1) > M;—1 = M; ®p, Ri—1
dans la catégorie g, _,. D’apres le lemme 3.13 (avec A — B = R, — R;_1), il se releve de fagon

unique en un isomorphisme 6;: D(G;_1)(R;) = M; compatible avec les Frobenius.

Mais d’apres le théoreéme 1.21, il existe un unique G; € BT(Ok /w!Of), fonctoriel en G;_1 et
en M tel que

(1) Gl releve Gi,1 )

(2) (Lie(Gi))v C D(G;-1)(Ok /o' Ok) est égal a 'image du composé

r_q )
Flll(Mz) g Mi 01—> D(Gi_l)(Ri) — D(Gi_l)(OK/wZOK).
Comme le foncteur D commute aux changements de base, on a un isomorphisme

compatible aux Frobenius. Il est aussi compatible aux filtrations, car Fil' (D(Gi)(R;)) est la
préimage de (Lie(Gi))v C D(G;_1)(Ok /@' Ok), et c’est image de Fil* (M;).

‘Passage de Ok /pOk & Ok ‘

Le noyau du morphisme S — O /pOx est pS + Fil'(S) : il est muni de puissances divisées.
On peut donc évaluer le cristal D(G,) et S. D’apres le lemme 3.8, il est naturellement muni d’une
filtration qui en fait un objet de %s. De méme, M est un objet de la catégorie ¥s par hypothese.
En outre, on dispose de I'isomorphisme . : D(G.)(R.) = M, = M ®g R, dans €, . En appliquant
le lemme 3.13 (ce qui est licite vu que le noyau du morphisme surjectif S — R, est ’adhérence de
l'idéal & puissances divisées engendré par u€), I'isomorphisme 6. se releve de fagon unique en un
isomorphisme 6: D(G.)(S) = M compatible aux Frobenius.

Premier cas : p > 2. Pour tout n € N+, le noyau de Ok /p"Ox — Ok /pOx est & puissances
divisée nilpotentes. En appliquant le théoréme 1.21, le groupe p-divisible G, € BT (O /pOx) se
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releve de fagon unique (et fonctorielle en M) en G, € BT(Ok /p" Ok ) de sorte que (Lie(Gne))v <
D(G.)(Ok /p"Ok) coincide avec 'image du composé

Fil' (M) € M 25 D(G.)(S) — D(G.)(Ok /p"Ox)-

Mais la donnée d’une telle suite compatible de groupes p-divisibles (Gpe)nen., équivaut a celle
d’un groupe p-divisible G = G(M) € BT(Ok) (¢f [9, Lemma 2.4.4]). D’apres ce qui précede,

G: MF5T () — BT(Ok)

est un foncteur. Par construction, on a M(G(M)) = M. Par ailleurs, & chaque étape de la construc-
tion, on a unicité pour le relevement, de sorte que G' = G(M(G)) modulo @™ pour tout n € Nxg
et donc G = G(M(G)).

Deuxieme cas : p = 2.

Comme les puissances divisées sur le noyau de O — Ok /pOk ne sont pas topologiquement
nilpotentes, les choses se compliquent un peu. On munit Ker (OK/p2(9K — OK/pOK) de la

structure de puissances divisées donnée par pll = 0 si j > 2. Celles-ci sont nilpotentes, le groupe
G, se releve de fagon unique (et fonctorielle en M) en G5, € BT (Ok /p*Ok) tel que (Lie(Gze))v <
D(G.)(Ok /p*Ok) est égal & I'image du composé

Fil' (M) € M 2 D(G.)(S) — D(G.)(Ox /p*Ox).

Par la suite, exactement comme dans le cas p > 2, le groupe p-divisible G5, se releve de fagon
unique (et fonctorielle en M) en G = G(M) € BT(Ok) tel que (Lie(G))v est égal a I'image

de Fil'(M) € M L D(G.)(S) — D(G%.)(Ok), et par construction, on a M(G(M)) = M.
Par contre, il n’y a pas de raison que pour G € BT (Of), on ait G(M(G)) = G, parce que les
puissances divisées qu’on a considéré sur Ker ((’)K /p?Ox — Ok/ p(’)K) ne sont pas compatibles
aux puissances divisées canoniques. En fait, les groupes p-divisibles Ga, := G ®0,. (O /p*Of) et

he = G(M(Q)) ®0, (Ok /p*OKk) ne sont par isomorphes en général. Mais ils le sont modulo p :
d’apres le lemme 2.3 (3) (avec N = p? et v = 1), il existe des applications uniques Go. 2% G,
et G, 222, Gy qui relevent la multiplication par p?. En appliquant de nouveau le théoréme 1.21
(mais la pleine fidélité cette fois), ces applications se relevent de facon unique en G' = G(M(G))
et G(M(G)) % G. Par unicité, les composés u o v et v o u sont la multiplication par p?, et on a
fini. O

4. GROUPES DE BARSOTTI-TATE ET REPRESENTATIONS P-ADIQUES
4.1. Rappels sur les représentations cristallines.

Définition 4.2. Un p-module filtré sur K est un Ky-espace vectoriel de dimension finie D muni
des structures supplémentaires suivantes :
(1) un opérateur de Frobenius ¢p: D — D qui est o-linéaire et dont le linéarisé o*D — D est
un isomorphisme;
(2) une filtration decroissante séparée exhaustive Fil®* Dk sur Dk := K Q, D.
Les ¢-modules filtrés sur K forment une catégorie additive Q,,-linéaire qu’on dénote par MF i ().

Remarque 4.3. Cette catégorie est équivalente a la catégorie des F-isocristaux sur k dont
Pévaluation en un (Og,pOk) est munie d’une filtration décroissante séparée exhaustive.

Définition 4.4. Soit D € MF (). On dit que D est effectif si Fil° D = Dg. On note MF$S (o)
la sous-catégorie pleine de MF g (¢) constituée des p-modules filtrés sur K relativement & Ky qui
sont effectifs.

On désigne par MFET ¢ la sous-catégorie pleine de 1\/IF‘}§E o constituée des p-modules D tels
que Fil? Dg = 0.

4.5. Si D € MFg(p) est de dimension 1, on a D = Kyz et il existe o € Ky et i € Z tels
que p(x) = ax, Fil'Dg = Dk et Fil'" Dk = 0. On pose tx(D) = v(a) (cela ne dépend pas
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du choix de z) et ty(D) = i. Si D € MFgk(p) est de dimension h, on a une structure de -

module filtré sur K sur le K espace vectoriel det(D) = A" D, et on pose ty(D) = ty(det(D)) et
tr (D) =ty (det(D)). On définit ainsi des fonctions additives sur la catégorie MF g ().

Définition 4.6. Soit D € MF k(). On dit que D est faiblement admissible si

(1) tn(D) =tu(D);

(2) tn(D") > tg(D') pour tout sous-objet D' de D dans MF g ().
On note MF% ¢ (resp. MFf;("elcf ©, Tesp. MF%BT ©) la sous-catégorie pleine de MF g () (resp.
MF%? p, Tesp. MF?}T ) constituée des g-modules filtrés sur K faiblement admissibles.

4.7. Rappelons la construction des anneaux Ais et Beyis, et 'équivalence de catégories entre la
catégorie des représentations cristallines de Gx et celle des p-modules filtrés sur K.
On note R la limite projective du systeme

Ox/pOx « Ox/pOx « O /pOg -

les morphismes de transition étant donnés par le Frobenius. On a une bijection (compatible & la
multiplication)

{z = (x(”))neN € O, (Vn € N) (ar("Jrl))p = :1:(")} —R

donnée par la réduction modulo p. Par exemple, la suite w = (w("))n eN définit un élément de R.

L’anneau R est une F,-algebre parfaite, valuée par vg (z) = v(x(o)) et munie d’une action de G
On dispose d’un homomorphisme surjectif et Gx-équivariant d’anneaux

6: W(R) — Oc
(‘T07 Ty, .- ) = an‘rgln)
n=0

admettant pour noyau l'idéal principal engendré par € = [p] — p ot p € R est tel que p(¥ = p.
I’anneau A5 est alors le séparé complété, pour la topologie p-adique, de 'enveloppe & puissances
divisées de W(R) relativement & l'idéal Ker(¢), compatibles aux puissances divisées canoniques
sur lidéal engendré par p. C’est une W-algébre munie d’une action de Gi et d’un opérateur de
Frobenius . L’opérateur de Frobenius commute a ’action de Gx . En outre, € induit un homomor-
phisme surjectif 6: A.ys — O¢ dont le noyau admet des puissances divisées. Enfin, on dispose de
t = log([g]) € Awis ot £ € R est tel que e(® =1 et 1) £ 1. On a ¢(t) = tP et V(t) = 0. On pose
Beris = Acris[t 1], c’est une Kp-algebre munie d'une action de Gx et d’un opérateur de Frobenius
®.

L’homomorphisme # induit un homomorphisme de K-algébres §: W(R)[p~!] — C et on note
Bl le séparé complété de W(R)[p~!] pour la topologie Ker(#)-adique. C’est une K-algebre (et
méme une f—alg‘ebre) munie d’une action de Gg. On a A.is C B:{R et B:{R est un anneau de
valuation discrete complet, admettant ¢ comme uniformisante et son corps résiduel s’identifie a
C via 6. On pose Bgr = Bqr[t™!] : on a une inclusion Bes C Bqr compatible & Paction de Gk .
Elle induit un homomorphisme de K-algebres K ®@x, Beris — Bar. Ce dernier est injectif, et on a
BIX = Kj et BSK = K.

cris
4.8. SiV e Repr (Gk), on pose
Dcris(v) - (Bcris ®QPV)QK et DdR(V) = (BdR ®QPV)QK.

D’apres ce qui precede, Deyis(V') est un Kp-espace vectoriel muni d’un opérateur de Frobenius
o-linéaire, et Dgr (V') est muni d’une filtration (décroissante séparée exhaustive). En outre, on a
une application K-linéaire injective

K XK, Dcris(v) - DdR(V)

Cela munit D¢,is(V) d’une structure de p-module filtré sur K (en munissant De,is(V)x de la
filtration induite par celle de Dgr (V).
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On dispose des applications de périodes

acris(v) ¢ Beris R K, Dcris(V) — Beris ®QPV
aar(V): Bar ®kx Dar(V) — Bar ®q,V
dont on montre qu’elles sont toujours injectives ([8, Proposition 3.22]), de sorte que dimg, (Deris(V)) <
dimq, (V) et dimg (Dar(V)) < dimq, (V). On dit que V' est cristalline (resp. de de Rham) lorsque
Qeris(V) (vesp. agr(V)) est un isomorphisme (i.e. lorsque dimg,(Deris(V)) = dimg, (V) (resp.
dimg (Dar(V)) = dimgq,(V))). La sous-catégorie pleine de Repq, (Gk) dont les objets sont les
représentations cristallines (resp. de de Rham) est notée Rep,,;s(Gx) (resp. Repyr(Gk)). Si V
est une représentation cristalline, alors V' est de de Rham et 'homomorphisme K ® g, Deyis(V) —
Dgr(V) est un isomorphisme ([8, Proposition 3.30]).
On peut en outre montrer ([8, Proposition 4.27 & Corollaire 4.37]) que si V' € Rep,,;s(Gx ), alors
Deris(V) € MFR (i), et que la restriction du foncteur Deyis & Rep.,(Gx) induit une équivalence
de catégories

DCYiS : Repcris(gK) :) MFfI?(@)?

dont un quasi-inverse est donné par

Veris(D) = (Beris ®k,D)?=" NFil’(Bar @k D).
4.9. Groupes de Barsotti-Tate et représentations cristallines.

4.10. Si G € BT(Ok), on note T((G) = Hompr(0-)(Q, / Zp, G ®o, Of) son module de Tate.
C’est un Z,-module libre de rang h (out h est la hauteur de G), muni d’une action linéaire continue
de Gr. On définit ainsi un foncteur de BT(O) dans la catégorie des Zy,-modules munis d’une
action linéaire continue de Gi. Comme O est un anneau de valuation discréte dont le corps des
fractions est de caractéristique 0, ce foncteur est pleinement fidele (cf. [25, Corollary 1 of Theorem

4]).
On pose alors V,,(G) = Q, ®z, T, (G) : on a V,(G) € Repq (Gk). D’apres ce qui précede, on
obtient ainsi un foncteur pleinement fidele

V,: BT(Ok) ®z Q — Repr (GK)-

Le but de cette partie est de montrer que V,, est a valeurs dans la catégorie Repg;g(g;{) des
représentations cristallines & poids de Hodge-Tate dans {0,1} (corollaire 4.14).

Lemme 4.11. Si G € BT(Ok), alors M(G)[p~!] ne dépend (en tant que S[p~']-module muni
d’un opérateur de Frobenius) que de la fibre spéciale Gy := G ®o, k, i.e. on a

M(G)[p™] = D(Gk)(W) @w S[p™"].
Démonstration. En effet, on a Ox /pOx =k © kT @ -+ ® kw1, avec T° = 0, et donc
N (Ok /pOK) C k
pour N > 0. On a donc
o™ (D(G.)(S — Ok /pOk)) € D(G)(W) @w S

pour N >> log(e)/log(p) (rappelons que pour n € N, on a Gpe = G @0, (Ok/p"Ok)). Mais
comme ce sont des cristaux de Dieudonné, le Frobenius est une isogénie, si bien que

D(G.)(S — Ok /pOxk)[p~"] = D(Gr)(W) @w S[p~'].
Mais comme p a des puissances divisées dans Ok, on a
D(Ghe)(S — Ok /p"Ok) = D(G.)(S — Ok /pOk)
pour tout n € Nsg, et donc M(G) = D(G.)(S — Ok /pOk). O
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4.12. Comme A5 est une W-algebre telle que E([@]) a des puissances divisées (car 0(E([z0])) =
E(w) =0¢€ O¢), on a un plongement naturel

S — Acris
u— [@].
Ce dernier est compatible aux filtrations et aux Frobenius.
On dispose d’'un accouplement
Tp(G) xz, M(G) — Acris
défini de la fagon suivante. Si z € T,(G) et m € M(G), alors

S HomBT(@?)(Qp / Z,, G Qo Of)
induit

xr € HomBT(Oc)(Qp / Zp, G ROk Oc)
et comme A5 — Oc¢ est un épaississement & puissances divisées, x induit une application Acyis-
linéaire compatible aux filtrations, aux Frobenius et a I'action de Gx__

D(x)Acris € HomAcriS7Fil.7§0(Acris ®S M(G)7 Acris)

(on a M(Q,, /Z,) = (S, Fil'(S),01,d)), ott D(x)a,,,. désigne Pévaluation du morphisme D(z) en
Iépaississement Acis — O¢, et 'image de (z, m) par 'accouplement est D(z)a_... (1 ® m).
Cet accouplement donne lieu a une application A.s-linéaire, compatible aux filtrations et aux
Frobenius
pG: Acis ®g M(G) — Acris ®Zp Tp(G)v
ou T,(G)Y désigne le Z,-module dual de Tp,(G), muni de l'action naturelle de Gi. D’apres le
lemme 4.11, pg induit

pclp ™) Acis @16 D(GR)(W)p™] = Aciis ®2, Tp(G)".
Par fonctorialité, cette application est Gx équivariante, il en est donc de méme de pe. Remarquons

que ce n’est pas vraiment clair avec M[(G), parce que c’est un S-module et G agit non trivialement
sur S, vu que u correspond & [@w] dans Acis.

Proposition 4.13. ([11, Theorem 7]) Le conoyau de pe est tué par t.

Rappelons 'idée de la preuve. On traite d’abord explicitement le cas ot G = Gy, (00), pour
lequel M(G) = (S5,5,0) et Tp(G) = Zy(1), I'application pg n’étant alors autre que l'inclusion
Acris C Acris(_l) = t71 Acris-

Le cas général s’en déduit de la fagon suivante. Soit y € T,(G)Y, alors ty € T,(G)" (1) ~ T,(GP)
(ou G désigne le dual de Cartier de G) correspond & un morphisme de groupes de Barsotti-Tate
Q, /Z, — G® sur O, donc (en passant au dual) & un morphisme de groupes de Barsotti-Tate
(ty)°: G — (Q, / Zp)® = Gu(o0), tel que Ty((ty)°)": Zpt™" = Tp(Gm(o0))¥ — T,(G)Y envoie
t=1 sur y.

Par ailleurs, comme O¢ est une Op-algebre et Ajs un épaississement a puissances divisées de
O¢, on en déduit une application Ais-linéaire

M ((ty)D)A o ACTiS ®s M(Gm(oo)) - Acris ®Ks M(G)

cris

On a alors un diagramme commutatif

Acis 5 M(G) Pe Acris @z, Tp(G)Y
M((ty)D)AcrisT TIdAmS ®Tp((ty)")"
Acris @5 M(Gin (00)) 225 Acris @2, T(Gun ()"
de sorte que si 2 = M((ty)?) A (1 ® 1) € Agis ®s M(G), on a
pa(r) = (Tda,,, @ Tp((ty)")") (t @) =t @y,
et t®y € Im(pg).
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Corollaire 4.14. Si G € BT(Ok), alors V,(G) € Repoy. (Gr) et
DcriS(Vp(G)v) =D(Gr)(W) [p_l]
comme p-modules sur K.

Démonstration. En inversant ¢, ’homomorphisme pg induit un homomorphisme surjectif de Beyis-
modules

pclt™']: Beris @s1p-1] M(G)[p™'] = Beris ©q, Vp(G)Y
Comme les Beris-modules Beyis @gp,-1] M(G) [p~!] et Beyis ®q, V,(G)Y sont tous les deux libres de
rang h (ot h est la hauteur de ), ’homomorphisme pg[t~!] est un isomorphisme. En outre, d’apres
le lemme 4.11, on a M(G)[p~!] = D(G)(W)®w S[p~!] : on dispose donc d’un isomorphisme B,is-
linéaire, compatible aux filtrations, aux Frobenius et a I’action de G

Bcris ®K0 D(Gk)(W)[pil] :’ BCTiS ®QP VP(G)V
En prenant les invariants sous Gg, on a donc
Dcris(Vp(G)v) = D(Gk)(W) [p_l]
et dimg, (Deris(Vp(G)Y)) = h = dimq, (V,(G)") : la représentation V,(G)" est donc cristalline,

et il en est de méme de la représentation V,(G). Enfin, le fait que les poids de Hodge-Tate de
V,(G) sont dans {0, 1} résulte de [25, §4, Corollary 2]. O
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